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1 Расчетно-графическая работа № 1. Пределы 

 

Цель: дать обучающимся навыки в вычислении  пределов  и умении 

раскрывать неопределенности c использованием свойств замечательных 

пределов и нахождении точек разрыва функции.  

 

1.1   Теоретические вопросы 

 

1. Числовые последовательности и их пределы.  

2. Предел функции.  

3. Замечательные пределы.  

4. Непрерывность функции. Односторонние пределы. 

5. Точки разрыва функции и их классификация. 

 

 1.2  Расчётные  задания 

 

1. Найти первые четыре члена последовательности  {𝑥𝑛} .  
 

Таблица 1.1 

1.1  𝑥𝑛 = −
3 + 2𝑛

𝑛 + 5
 1.2 𝑥𝑛 =

5𝑛2

3+2𝑛2
 1.3  𝑥𝑛 =

𝑛2

2 + 𝑛2
 

1.4 𝑥𝑛 =
7−4𝑛

𝑛−2
 1.5 𝑥𝑛 = −

1+2𝑛

3𝑛−4
 1.6   xn =

3+2𝑛

4−𝑛
 

1.7  𝑥𝑛 =
2𝑛−1

2𝑛−3
 1.8 𝑥𝑛 =

1+3𝑛

6−𝑛
 1.9 𝑥𝑛 =

5𝑛+15

𝑛−6
 

1.10 𝑥𝑛 =
1+2𝑛2

2−4𝑛2
 1.11 𝑥𝑛 =

3𝑛

𝑛+2
 1.12 𝑥𝑛 =

5𝑛+1

10𝑛−3
 

1.13 𝑥𝑛 =
2−3𝑛2

4+5𝑛2
 1.14 𝑥𝑛 =

3𝑛3

𝑛3+1
 1.15 𝑥𝑛 =

3𝑛2

2−𝑛2
 

1.16 𝑥𝑛 =
1−2𝑛2

2+4𝑛2
 

1.17 𝑥𝑛 = −
5𝑛

𝑛+7
 1.18 𝑥𝑛 =

3−4𝑛

𝑛+5
 

1.19 𝑥𝑛 = −
3+2𝑛

2𝑛+1
 1.20 𝑥𝑛 =

2−2𝑛

3+5𝑛
 1.21 𝑥𝑛 =

3+2𝑛

𝑛+9
 

1.22 𝑥𝑛 =
𝑛2

2+𝑛2
 1.23 𝑥𝑛 =

3−𝑛

𝑛+1
 1.24 𝑥𝑛 =

4+5𝑛

1−3𝑛
 

1.25 𝑥𝑛 =
3𝑛

2𝑛+5
 1.24 𝑥𝑛 =

9−𝑛3

2𝑛3−1
 1.27 𝑥𝑛 =

3𝑛2

4𝑛2−1
 

1.28 𝑥𝑛 =
3−𝑛2

𝑛2+1
 1.27 𝑥𝑛 = −

4𝑛2

2+3𝑛2
 1.30  𝑥𝑛 =

1+2𝑛2

2+3𝑛2
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2. Зная первые четыре члена последовательности, написать формулу ее 

общего члена. 

 

Таблица 1.2 

2.1   
1

2
 ,

3

4
 ,

5

6
 ,

7

8
 , ….. 

2.2   1,
1

√2
,

1

√3
,

1

√4
, …. 

2.3   1,
1

√4
,

1

√7
,

1

√10
, ….   

2.4   
5

3
,

7

5
,

9

7
,

11

9
, …. 

2.5   1,
1

2∙5
,

1

3∙52 ,
1

4∙53 , …. 
2.6   

1

5∙3
,

1

52∙5
,

1

53∙7
,

1

54∙9
, …. 

2.7   1, −
1

23 ,
1

33 , −
1

43 , …. 
2.8   1, −

1

8
,

1

27
, −

1

64
, ..   

2.9   1,
3

2∙3
,

32

22∙5
,

33

23∙7
, …. 

2.10   1,
1

3∙2
,

1

32∙3
,

1

33∙4
, ….   

2.11   
1

1∙4
,

1

4∙7
,

1

7∙10
, …. 

2.12   −
1

2
,

3

4
, −

5

8
,

7

16
, …. 

2.13   1,
1

16
,

1

49
,

1

100
, …. 

2.14   1, −
1

9
,

1

25
, − 

1

49
, …. 

2.15   
1

2𝑙𝑛2
, −

1

3𝑛3𝑙
,

1

4𝑙𝑛4
,   − 

1

5𝑙𝑛5
,. 

2.16   1,
2

√52∙5
,

4

√52∙9
,

8

√52∙13
, . .. 

2.17   
1

1∙2
,

1

2∙3
,

1

3∙4
, …. 

2.18   1, −
1

√3
,

1

√5
,

1

√7
, …. 

2.19   1,
2

9
,

3

25
,

4

49
, …. 

2.20   1,
3

4
,

5

9
,

7

16
, …. 

2.21   1,
1

2∙3
,

1

4∙5
,

1

8∙7
, … 

2.22   
1

23 ,
2

33 ,
3

43 , … 

2.23   0,
1

3
,

2

4
,

3

5
,

4

6
, … 

2.24   
2

3
,

4

9
,

16

27
,

8

81
, … 

2.25   
1

2
, −

1

4
,

1

8
, −

1

16
, …. 

2.26   
5

3
, − 

7

5
,

9

7
, −

11

9
, …. 

2.27   −1,
1

33 , −
1

53 ,
1

73 , …. 
2.28   

4

3
,

6

5
,

8

7
,

10

9
, … 

2.29   
1

2
,

3

4
,

5

8
,

7

16
, ….  

2.30   
1

2
,

9

4
,

17

6
,

25

8
, ….  
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3. Найти предел. 

 

Таблица 1.3 

3.1 
2012

65
lim

2

2

2 +−

+−

→ xx

xx

x
 3.2 

xx

xxx

x +

+−

→ 2

23

0

2
lim  3.3 

27

6
lim

3

2

3 −

−+

→ x

xx

x
 

3.4 
23

12
lim

2

2

1 −−

−−

→ xx

xx

x
 3.5 

65

672
lim

2

2

2 +−

+−

→ xx

xx

x
 3.6 

27

12
lim

3

2

3 −

−−

→ x

xx

x
 

3.7
127

123
lim

3

2

3/1 −

−+

→ x

xx

x
 3.8

2

21

4 5
lim

2 3x

x x

x x→−

− −

− −
 3.9 

2

123
lim

2

2

1 ++−

−+

−→ xx

xx

x
 

3.10
352

6113
lim

2

2

3 −−

+−

→ xx

xx

x
 3.11  

6

8
lim

2

3

2 −+

−

→ xx

x

x
 3.12  

1

2
lim

3

2

1 +

−−

−→ x

xx

x
 

3.13 
20

16
lim

2

2

4 −+

−

→ xx

x

x
 3.14

32

3114
lim

2

2

3 −+

−+

−→ xx

xx

x
 3.15 

372

673
lim

2

2

3 +−

−−

→ xx

xx

x
 

3.16
483

274
lim

2

2

2 ++

−+

−→ xx

xx

x
 3.17

23

145
lim

2

2

1 −+

−+

−→ xx

xx

x
 3.18

2

21

9 10
lim

3 2x

x x

x x→−

− −

+ −
 

3.19
132

347
lim

2

2

1 ++

−+

−→ xx

xx

x
 3.20

2

24

3 44
lim

12x

x x

x x→

− −

− −
 3.21

103

1092
lim

2

2

2 −+

+−

→ xx

xx

x
 

3.22

2

21

4 5
lim

2 1x

x x

x x→

+ −

− +
 3.23

103

2115
lim

2

2

2 −−

−+−

→ xx

xx

x
 3.24

3592

145
lim

2

2

7 −−

−−

→ xx

xx

x
 

3.25
3532

4563
lim

2

2

5 −−

−−

→ xx

xx

x
 3.26 

276

158
lim

2

2

3 −−

++

−→ xx

xx

x
 3.27

5112

352
lim

2

2

5 ++

−−

−→ xx

xx

x
 

3.28
8253

8152
lim

2

2

8 ++

−+

−→ xx

xx

x
 3.29

43

4023
lim

2

2

4 −−

−−

→ xx

xx

x
 3.30 

3103

352
lim

2

2

3 ++

−+

−→ xx

xx

x
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4.  Найти предел.  

 

Таблица 1.4 

4.1 
xxx

xx

x −+

+−

→ 23

23

52

253
lim  4.2 

132

42
lim

24

5

++

+−

→ xx

xx

x
 4.3 

127

532
lim

23

2

+−

−+

→ xx

xx

x
 

4.4
542

74
lim

23

3

+−

+

→ xx

xx

x
 

4.5 
72

53
lim

2

4

++

−+

→ xx

xx

x
 4.6 

42

273
lim

4

3

−+

+−

−→ xx

xx

x
 

4.7 
12

735
lim

34

24

++

+−

→ xx

xx

x
 4.8 

12

473
lim

5

2

−+

−+

−→ xx

xx

x
 4.9 

123

437
lim

2

4

+−

+−

→ xx

xx

x
 

4.10
52

427
lim

3

23

+

+−

→ x

xxx

x
 4.11 

52

3
lim

2

6

+−

−

→ xx

xx

x
 4.12

1053

72
lim

24

2

+−

+−

−→ xx

xx

x
 

4.11
135

284
lim

23

23

−+

+−

→ xx

xxx

x
 4.14

523

172
lim

4

3

++

−+

→ xx

xx

x
 4.15

xx

xxx

x −

+−

−→ 2

23

3

24
lim  

4.16
352

3103
lim

2

2

−+

++

→ xx

xx

x
 4.17

15

472
lim

4

23

−+

+−

−→ xx

xx

x
 4.18

523

123
lim

2

4

−+

+−

→ xx

xx

x
 

4.19
23

3
lim

4

24

−+

++−

→ xx

xxx

x
 4.20

542

253
lim

3

26

−+

+−

−→ xx

xx

x
 4.21

93

252
lim

24

2

−+

+−

→ xx

xx

x
 

4.22 
435

372
lim

2

2

+−

++

→ xx

xx

x
 4.23

7113

45
lim

2

27

−+

−+

→ xx

xxx

x
 4.24

524

245
lim

3

2

−+

+−

−→ xx

xx

x
 

4.25 
53

13
lim

2

2

−+

++−

→ xx

xx

x
 4.26

3

2

41

967
lim

xx

xx

x −+

++

−→
 4.27

17

232
lim

2

23

++

+−

→ xx

xxx

x
 

4.28
127

103
lim

3

23

++

+−

→ xx

xx

x
 4.29

132

63
lim

2

24

++

−+

→ xx

xx

x
 4.30

134

573
lim

35

2

−−

+−

−→ xx

xx

x
 

 

5. Найти предел. 

 

Таблица 1.5 

5.1
xx

xx

x −−−

−+

→ 42

12
lim

2

3
 5.2

82

412
lim

24 −+

−−+

−→ xx

xx

x
 5.3

212

410
lim

23 −−

−−+

−→ xx

xx

x
 

5.4
6

62
lim

22 −−

+−−

−→ xx

xx

x
  5.5

143

423
lim

21 +−

+−+

→ xx

xx

x
  5.6

15

23
lim

2

2 +−−

+−

→ xx

xx

x
 

5.7
xx

xx

x 353

143
lim

2

1 +−+

++

−→
 5.8

35

492
lim

2

4 −−−

+−

→ xx

xx

x
 5.9

1572

612
lim

25 −−

+−+

→ xx

xx

x
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Продолжение таблицы 1.5 

5.10
158

122173
lim

25 ++

+−+

−→ xx

xx

x
 5.11

11

22
lim

2

2

0 −+

−+

→ x

x

x
 5.12

x

xx

x 7

77
lim
0

+−−

→
 

5.13
xx

x

x −−+→ 11

3
lim
0

 5.14
22

312
lim
4 −−

−+

→ x

x

x
 5.15

38

25
lim

1 −−

−+

−→ x

x

x
 

5.16
21

34
lim
5 −−

−+

→ x

x

x
 5.17

32

23
lim
7 −+

−−

→ x

x

x
 5.18

9

334
lim

20 −

−−

→ x

x

x
 

5.19
152

415
lim

23 −+

−+

→ xx

x

x
 5.20

2

2

3 3

42
lim

x

x

x

+−

→
 5.21

416

24
lim

2

2

0 −+

−+

→ x

x

x
 

5.22
xx

x

x +−−→ 55

3
lim
0

 5.23
x

x

x −

−+

→ 3

572
lim
9

 5.24
516

2
lim
4 −+

−

→ x

x

x
  

5.25
xx

x

x −

−

→ 3

27
lim

3

3
  5.26 

23

2

0

131
lim

xx

x

x +

−+

→
 5.27

64

420
lim

34 +

−+

−→ x

x

x
 

5.28
38

33
lim

2

1 −+

−

→ x

x

x
 5.29

xx

x

x +

−+

→ 20

39
lim  5.30 

8

314
lim

32 −

−+

→ x

x

x
 

 

6. Найти предел, используя «первый замечательный  предел».  

 

Таблица 1.6 

6.1  lim
x→0

6x

sin4x
  6.2  lim

x→0

3x

sin8x
 6.3  lim

x→0

3x

tg13x
 

6.4  lim
x→0

5x

tg12x
 6.5  lim

x→0

x

sin5x
 6.6  lim

x→0

sin5x

tg6x
 

6.7  lim
x→0

2x

tg13x
 6.8  lim

x→0

sin8x

3x
 
 

6.9  lim
x→0

12x

tg17x 

6.10  lim
x→0

sin3x

sin9x
 6.11  lim

x→0

sin5x

12x
 6.12  lim

x→0
sin5xctg3x 

6.13  lim
x→0

2xctg7x 6.14  lim
x→0

sin8x

sin3x
 6.15  lim

x→0

tg11x

2x
 

6.16  lim
x→0

12x

tg9x
 6.17  lim

x→0

3x

tgx
 6.18  lim

x→0

7x

sin5x
 

6.19   lim
x→0

7x

tg5x
 6.20  lim

x→0

16x

sin4x
 6.21  lim

x→0

sin12x

10x
 

6.22  lim
x→0

4x

sin14x
 6.23  lim

x→0

sin2x

sin5x
 6.24   lim

x→0

11x

sin3x
 

6.25   lim
x→0

tg5x

9x
 6.26  lim

x→0

sin8x

9x
 6.27  lim

x→0

8x

tg2x
 

6.28  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑡𝑔7𝑥

4𝑥
 6.29  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

9𝑥

𝑠𝑖𝑛5𝑥
 6.30 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛3𝑥

2𝑥
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7. Найти предел, используя «второй замечательный  предел». 

 

Таблица 1.7 

 7.1  

x

x x








+

→

2
1lim   7.2 ( )x

x
x
1

0
31lim +

→
 7.3 

x

x x

2
4

1lim 







+

→
 

7.4 

x

x x








−

→

5
1lim  7.5 ( ) x

x
x
3

0
61lim +

→
 7.6 ( )x

x
x
1

0
51lim −

→
 

7.7 ( ) x

x
x
7

0
41lim −

→
 7.8 ( ) x

x
x
2

0
91lim −

→
 7.9

x

x x

3
7

1lim 







−

→
 

7.10 

x

x x








+

→

5
1lim  7.11 

x

x x

x
7

5
lim 







 +

→
 7.12 

x

x x

x
9

2
lim 







 −

→
 

7.13 

x

x x

7
5

1lim 







+

→
 7.14 

x

x x

2
4

1lim 







−

→
 7.15 

6/
7

1lim

x

x x








−

→
 

7.16 

x

x

x
/1

0 2

3
1lim 








+

→
 7.17 ( ) x

x
x

/2

0
111lim −

→
 7.18 ( ) x

x
x
7

0
81lim −

→
 

7.19 ( ) x

x
x

/7

0
1lim +

→
 7.20 ( ) x

x
x

/2

0
1lim +

→
 7.21 ( )x

x
x
2

0
71lim +

→
 

7.22 
x

x

x
2

0 5

2
1lim 








+

→
 

7.23 ( ) x

x
x

/9

0
21lim −

→
 7.24 ( ) x

x
x
2

0
61lim +

→
 

7.25 ( ) x

x
x

/7

0
41lim −

→
 

7.26 

2
5

3
1lim

х

x x








+

→
 7.27 

x

x x

7
2

1lim 







+

→
 

7.28 

x

x x

7
6

1lim 







−

→
 7.29 

x

x x

5
3

1lim 







+

→
 7.30 

x

x x

2

2

3
1lim 








−

→
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8. Найти предел. 

 

Таблица 1.8 

8.1 
1

75

32
lim

+

→









+

+
x

x x

x
 

8.2   

x

x x

x









−

+

→ 1

12
lim  

8.3  

x

x x

x
3

12

1
lim 









−

+

→
 

8.4 
13

14

12
lim

−

−→









+

−
x

x x

x
 

8.5 
4

2

85
lim

+

→









−

+
x

x x

x
 

8.6 
12

13

1
lim

+

−→









−

+
x

x x

x
 

8.7  
x

x x

x
5

1

12
lim 









−

+

−→
 

8.8 
x

x x

x
4

12

1
lim 









−

+

→
 

8.9 
2

42

3
lim

+

−→









−

+
x

x x

x
 

8.10 
1

13

12
lim

−

−→









−

+
x

x x

x
 

8.11  
3

4

35
lim

+

→









+

−
x

x x

x
 

8.12   
x

x x

x









+

−

−→ 47

32
lim  

8.13  
x

x x

x
2

43

5
lim 









+

−

−→
 

8.14  
x

x x

x
2

54

3
lim 









−

+

→
 

8.15  
x

x x

x
5

13

2
lim 









+

−

−→
 

8.16  
1

6

43
lim

−

−→









+

−
x

x x

x
 

8.17 
x

x x

x
3

103

2
lim 









+

−

→
 

8.18  
16

4

32
lim

+

−→









+

−
x

x x

x
 

8.19  
x

x x

x
2

13

3
lim 









−

+

−→
 

8.20  
x

x x

x
5

10

56
lim 









−

+

→
 

8.21  
x

x x

x
4

4

73
lim 









+

+

−→
 

8.22  
x

x x

x
3

54

1
lim 









+

−

→
 

8.23  
x

x x

x
2

6

75
lim 









+

−

−→
 

8.24 
x

x x

x
6

2

43
lim 









−

−

→
 

8.25  
x

x x

x
−

→









−

−

3

21
lim  

8.26  
x

x x

x
7

5

34
lim 









+

+

−→
 

8.27 
x

x x

x
3

52

13
lim 









+

−

−→
 

8.28 
x

x x

x
5

102

1
lim 









−

−

→
 

8.29  
x

x x

x
2

49

3
lim 









−

+

→
 

8.30  
x

x x

x
3

24

5
lim 









−

+

−→
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9. Исследовать функцию на непрерывность. 

 

Таблица 1.9 

9.1  𝑓(𝑥) = 2
1

𝑥−3 9.2  𝑓(𝑥) = 3
1

𝑥−2 9.3  𝑓(𝑥) = 5
1

𝑥+1 

9.4  𝑓(𝑥) = 7
1

𝑥−4 9.5  𝑓(𝑥) = 7
1

5+𝑥 9.6  𝑓(𝑥) = 8
1

𝑥−3 

9.7  𝑓(𝑥) = 9
1

5−𝑥 9.8  𝑓(𝑥) = 9
1

𝑥−7 9.9  𝑓(𝑥) = 9
1

2−𝑥 

9.10 𝑓(𝑥) = 16
1

𝑥−2 9.11  𝑓(𝑥) = 4
1

3−𝑥 9.12  𝑓(𝑥) = 3
1

𝑥−4 

9.13
 
 𝑓(𝑥) = 12

1

𝑥 9.14  𝑓(𝑥) = 7
1

𝑥−3 9.15  𝑓(𝑥) = 3
1

4−𝑥 

9.16  𝑓(𝑥) = 8
1

𝑥−2 9.17  𝑓(𝑥) = 8
1

5−𝑥 9.18  𝑓(𝑥) = 18
1

𝑥 

9.19  𝑓(𝑥) = 10
1

7−𝑥 9.20 𝑓(𝑥) = 11
1

5−𝑥 9.21 𝑓(𝑥) = 14
1

6−𝑥 

9.22  𝑓(𝑥) = 15
3

4−𝑥 9.23 𝑓(𝑥) = 15
1

8−𝑥 9.24  𝑓(𝑥) = 19
4

2+𝑥 

9.25  𝑓(𝑥) = 11
1

4+𝑥 9.26  𝑓(𝑥) = 5
7

8−𝑥 9.27  𝑓(𝑥) = 13
1

5+𝑥 

9.28  𝑓(𝑥) = 6
9

4−𝑥 9.29 𝑓(𝑥) = 4
1

𝑥−5 9.30  𝑓(𝑥) = 11
2

𝑥−3 

 

10. Исследовать функцию на непрерывность. 

 

Таблица 1.10 

10.1 ( )
x

xg
+

=
2

7
 10.2 ( )

x
xg

−
=
4

1
 10.3 ( )

12

1

−
=
x

xg  

10.4 ( )
12

1

+
=
x

xg  10.5  ( )
4

6

−
=
x

xg  10.6  ( )
22

5

−
=
x

xg  

10.7 ( )
12

7

+
=
x

xg  10.8 ( )
x

xg
28

7

−
=  10.9  ( )

255

3

−
=
x

xg  
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Продолжение таблицы 1.10 

10.10 ( )
x

xg
39

3

−
=  10.11 ( )

4

6

−
=
x

xg  10.12 ( )
x

xg
525

9

−
=  

10.13 ( )
x

xg
−

=
9

4
 10.14 ( )

x
xg

48

2

−
=  10.15 ( )

x
xg

−
=
5

7
 

10.16 ( )
x

xg
24

3

−
=  10.17 ( )

5

10

+
=
x

xg  10.18 ( )
x

xg
88

12

−
=  

10.19 ( )
24

12

−
=
x

xg  10.20 ( )
x

xg
28

9

+
=  10.21 ( )

x
xg

+
=
2

3
 

10.22 ( )
x

xg
26

1

−
=  10.23 ( )

3

10

−
=
x

xg  10.24 ( )
x

xg
28

7

−
=  

10.25 ( )
x

xg
−

=
9

1
 10.26 ( )

15

11

−
=
x

xg  10.27  ( )
x

xg
−

=
3

5
 

10.28 ( )
52

1

+
=
x

xg  10.29 ( )
x

xg
−

=
8

3
 10.30 ( )

15

16

+
=
x

xg  

 

11.  Исследовать функцию на непрерывность и построить график. 

 

Таблица 1.11 

11.1 









−+

−+

=

.1,2

,11,2

,1,4

)( 2





xx

xx

xx

xf  

11.2   

( )








+−

+

+

=

.2,4

,20,1

,0,4

)(
2





xx

xx

xx

xf  

11.3    









+−

−+

−+

=

.1,3

,11,1

,1,2

)( 2





xx

xx

xx

xf  

11.4 

( )








−

−

−

−=

.2,3

,20,1

,0,

)(
2

xx

xx

xx

xf   

11.5 

( )

( )










−+

−+−

=

.0,

,01,1

,1,12

)(
2

xx

xx

xx

xf   

11.6    









+



−

=

.2,1

,20,

,0,

)( 2





xx

xx

xx

xf  
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Продолжение таблицы 1.11 

11.7   









+



+

=

.3,2

,31,2

,1,1

)(

2





xx

xx

xx

xf  

11.8   









+

+

−

=

.4,3

,40,1

,0,3

)(





xx

xx

xx

xf  

11.9   









−



−

=

.2,2

,20,0

,0,1

)(





xx

x

xx

xf  

11.10    









+





=

.1,2

,10,

,0,2

)(

2





xx

xx

xx

xf  

11.11    









=

.2,0

,20,

,0,sin

)(





x

xx

xx

xf  

11.12  













=

.,2

,2/,0

,2/,cos

)(







x

x

xx

xf   

11.13    











−

=

.2,2

,20,

,0,1

)( 2

xx

xx

xx

xf   

11.14   









−

−

+

=

.1,

,10,1

,0,1

)( 2

xx

xx

xx

xf 



 

11.15   









+

+

−

=

.2,1

,20,1

,0,

)( 2

xx

xx

xx

xf 



 

11.16    









−



+

=

.2,2

,20,1

,0,3

)(
2 



xx

x

xx

xf  

11.17 













−

=

.,3

,0,sin

,0,1

)(





x

xx

xx

xf 



 

11.18  









−+

−−

=

.2,2

,21,1

,1,1

)( 2





xx

xx

xx

xf  

11.19  









+





=

.2,3

,20,2

,0,1

)(





xx

x

x

xf x
 

11.20   









−

−+−

=

.1,2

,12,

,2,2

)( 3





x

xx

xx

xf  

11.21   











−−

−+

=

.2,

,21,2

,1,43

)( 2

xx

xx

xx

xf 

 
11.22    

( )








+−

−



=

.3,6

,31,2

,1,

)(
2

xx

xx

xx

xf   

11.23    









−

+

−

=

.2,2

,21,2

,1,1

)( 2





xx

xx

xx

xf  

11.24     









+−

−−

−

=

.3,5

,31,1

,1,

)(

3





xx

xx

xx

xf  

11.25   









−

−+−

−

=

.1,1

,12,1

,2,

)(
2 



xx

xx

xx

xf  

11.26 









−

+−

+

=

.2,2

,20,4

,0,3

)( 2

xx

xx

xx

xf   

11.27    









−−

−

=

.2,2

,21,1

,1,0

)( 2





xx

xx

x

xf  

11.28    









−



−

=

.,1

,0,cos

,0,1

)(









xx

xx

x

xf  

11.29 









−−

−

=

.1,ln

,11,1

,1,2

)(





xx

xx

x

xf  

11.30    









+



−

=

.2,4

,20,

,0,

)( 3





xx

xx

xx

xf  
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1.3 Контрольные вопросы 

 

1. Что называют односторонними пределами в точке? 

2. Какие функции называются бесконечно малыми? 

3. Какие функции называют эквивалентными? 

 

1.4 Решение типового варианта  

 

1. Найти первые четыре члена последовательности {𝑥𝑛} = {
2𝑛+1

𝑛2+2
}. 

Решение: подставляя в формулу общего члена поочередно n=1, 2, 3, 4, 

получим: 

 

𝑥1 =
2 ∙ 1 + 1

12 + 2
= 1,    𝑥2 =

2 ∙ 2 + 1

22 + 2
=

5

6
,    𝑥3 =

2 ∙ 3 + 1

32 + 2
=

7

11
,    𝑥4 =

2 ∙ 4 + 1

42 + 2
=

9

18
=

1

2
 . 

 

2. Зная первые четыре члена последовательности, написать формулу ее 

общего члена: −
1

1∙3
,

2

3∙32 , −
3

5∙33 
,

4

7∙34.  

Решение: так как знаки членов последовательности чередуются и первый 

член имеет знак «-», то формула общего члена содержит (−1)𝑛. В знаменателе 

этих стоят нечетные числа, вычисляемые по формуле общего члена   2n-1: 

 

𝑥1 = (−1)1
1

3 · (2 − 1)
,    𝑥2 = (−1)2

2

32 · (4 − 1)
,  

   𝑥3 = (−1)3
3

33 · (6 − 1)
,    𝑥4 = (−1)4

4

34 · (8 − 1)
 . 

Исходя из состава первых четырех членов окончательно имеем формулу 

членов последовательности: 

 

{𝑥𝑛} = {(−1)𝑛 𝑛

(2𝑛−1)∙3𝑛
}. 

 

3. Найти предел: lim
𝑥→−2

5𝑥2+13𝑥+6

3𝑥2+2𝑥−8
.
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Решение: так как пределы числителя и знаменателя при 𝑥 → −2 равны 

нулю, то получаем неопределенность вида 
0

0
 . Чтобы раскрыть эту 

неопределенность, надо числитель и знаменатель разложить на множители и 

сократить на общий множитель: 

 

lim
𝑥→−2

5𝑥2 + 13𝑥 + 6

3𝑥2 + 2𝑥 − 8
= |

0

0
| = lim

𝑥→−2

(𝑥 + 2)(5𝑥 + 3)

(𝑥 + 2)(3𝑥 − 4)
= lim

𝑥→−2

5𝑥 + 3

3𝑥 − 4
=

7

10
= 0,7. 

4. Найти предел: .
243

432
lim

2

35

+−

−+

−→ xx

xxx

x
 

 

Решение: поскольку числитель и знаменатель при 𝑥 → −∞  бесконечно 

большие функции, то получаем неопределенность вида 
∞

∞
 . Чтобы раскрыть эту 

неопределенность, поделим числитель и знаменатель дроби на старшую 

степень 𝑥: 

 

.
324

3

43
2

lim
24

3

43
2

lim
243

432
lim

2

42

3

2

2

42

5

2

35

−=
−

=

+−









−+

=









+−









−+

=



=

+−

−+

−→−→−→

xx

xx
x

xx
x

xx
x

xx

xxx

xxx  

 

5. Найти предел: .
64

521
lim

34 −

−+

→ x

x

x
 

 

Решение: при 𝑥 → 4 получаем  неопределенность вида 
0

0
. Числитель и 

знаменатель умножим на выражение, сопряженное  числителю и преобразуем: 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )
.

480

1

521164

1
lim

5211644

4
lim

52164

2521
lim

52164

521521
lim

64

521
lim

2424

343434

=
++++

=
++++−

−
=

=
++−

−+
=

++−

++−+
=

−

−+

→→

→→→

xxxxxxx

x

xx

x

xx

xx

x

x

xx

xxx

 

 

 

6. Найти предел, используя «первый  замечательный предел»: 

 

 а) ;
8

9
lim

0 x

xtg

x→
б) 50

cos4 1
lim .

1xx

x

e→

−

−
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 Для раскрытия неопределенности в пределах вида 
0

0
  часто применяется 

первый замечательный предел или его следствия: 

 

1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 1;     2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥

𝑥
= 𝑘;    3) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑡𝑔𝑥

𝑥
= 1 ;   4 ) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥
=

𝛼

𝛽
. 

 

Также для раскрытия в пределах неопределенности вида 
0

0
  удобно  

применять свойства эквивалентных бесконечно малых функций по таблице 

1.12. 

 

Решение: а) применяем свойство первого замечательного предела:  

 

;
8

9

8

9
1

9cos8

9

9

9sin
lim

9cos

1

8

9sin
lim

8

9cos

9sin

lim
0

0

8

9
lim

0000
======

→→→→ xx

x

xx

x

x

x

x

x

xtg

xxxx
 

 

б) здесь  числитель и знаменатель заменяем на эквивалентные функции 

по таблице 1.12 формулы 5,7: 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 1

𝑒5𝑥 − 1
= |𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 1~

(4х)2

2
𝑒5𝑥 − 1~5х

| = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(4х)2

2
5𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

16𝑥2

10𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

8𝑥

5
= 0. 

 

Таблица 1.12 – Эквивалентные бесконечно малые функции  

0)(lim =
→

x
ax
 , т.е. ax→ ,  а  , )(x  – бесконечно малая 

1.  )()(sin xx    5.  axa x ln)(1)(  −  9.  )())(1ln( xx  +  

2.  )()( xxtg    6.  )(1)( xe x  −  
10.

)(1))(1( xax a  −+  

3. 
)()(arcsin xx    7.  

2

))((
)(cos1

2x
x


 −  11. 

n

x
xn

)(
1)(1


 −+  

4.  )()( xxarctg    8.  
a

x
xa

ln

)(
))(1(log


 +   

 

7. Найти предел 

x

x x

x
5

32

2
lim 









−→
, используя «второй замечательный предел». 
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Решение: в раскрытии  неопределенности вида 1  применяется второй 

замечательный предел или его обобщённая форма:  

 

lim
x→∞

(1 +
1

x
)

x
= e,          lim

N(x)→∞
(1 +

1

N(x)
)

N(x)
= 𝑒, 

 

где  е = ,71828182….. 

При 𝑥 → ∞ получается  неопределенность вида 1∞. Для раскрытия ее 

сведем выражение ко второму замечательному пределу: 

 

=








−

+−
+=








−

−
+==









− →→



→

x

x

x

x

x

x x

xx

x

x

x

x
555

32

322
1lim1

32

2
1lim1

32

2
lim  

.lim
32

3
1lim

32

3
1lim 2

15
5

32

3
5

32

3

3

32
5

ee
xx

x
x

x

x
xx

x

x

x
==


























−
+=









−
+=


−

→


−−

→→
 

 

8. Найти предел: .
75

32
lim

1+

→









+

+
x

x x

x
 

Решение: при значении  =х   получается неопределенность вида |(
∞
∞

)
∞

|.  

В начале для раскрытия неопределенности в основании степени 














 

применяется свойство эквивалентности бесконечно больших функций и далее 

используется свойство показательной функции:   

 

𝑎∞ = {
0, при 𝑎 < 1
∞, при 𝑎 > 1

: 

 

.01
5

2

5

2

5

2
lim

5

2
lim

75

32
lim

111

==







=








=








=












=









+

+
+

→

+

→

+

→

x

x

x

x

x

x x

x

x

x
 

 

9. Исследовать функцию ( ) xxf −= 8

5

9 на непрерывность.
  
 

Решение: функция ( ) xxf −= 8

5

9   определена и непрерывна в интервалах  

( ) );8(8; +−x . Следовательно, разрыв возможен в точке .80 =x  Находим 

односторонние пределы  функции в этой точке:  
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( ) ,9999lim)08( 0

5

088

5

8

5

08
+=====− ++−−−

−→

x

x
f

 

( ) .0
1

9

1
9999lim)08( 0

5

088

5

8

5

08
=


======+



−−+−−

+→

x

x
f  

 

Односторонние пределы  неравны f(2-0)≠f(2+0), и функция терпит 

бесконечный разрыв, следовательно, 80 =x  – точка разрыва второго рода; 

10. Исследовать функцию ( )
x

xf
35

4

+
=  на непрерывность.

 

Решение: функция ( )
x

xf
35

4

+
=   определена и непрерывна в интервалах 









+−−− ;

3

5
)
3

5
;(x . Следовательно, разрыв возможен в точке .

3

5
0 −=x  

Находим односторонние пределы  функции в этой точке: 

 

,
0

4

055

4

0
3

5
35

4

35

4
lim)0

3

5
(

0
3

5
−=

−
=

−−
=









−−+

=
+

=−−
−−→ x

f
x

 

 

,
0

4

055

4

0
3

5
35

4

35

4
lim)0

3

5
(

0
3

5
+=

+
=

+−
=









+−+

=
+

=+−
+−→ x

f
x

 
 

т. е. в точке 
3

5
0 −=x    функция терпит бесконечный разрыв. Следовательно,  

3

5
0 −=x  – точка разрыва второго рода. 

 

11.  Исследовать на непрерывность и построить график функции: 

 

 𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙, 𝒙 ≤ −𝟏,

𝒙𝟐 − 𝟑,  − 𝟏 ≺ 𝒙 ≤ 𝟐,
𝟓 − 𝒙, 𝒙 ≻ 𝟐.

 

 

Решение: так как функция задана тремя формулами, разрыв может 

случиться в точках 𝒙 = −𝟏  и 𝒙 = 𝟐, т. е. в местах «стыка» двух линий. Находим 

односторонние пределы функции в точке 𝒙 = −𝟏: 
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𝑓(−1 − 0) = lim
𝑥→ −1−0

2𝑥 = 2(−1 − 0) = −2 , 

 

𝑓(−1 + 0) = lim
𝑥→ −1+0

(𝑥2 − 3) = −2 . 

 

Так как односторонние пределы функции f(-1-0)=f(-1+0) стремятся к 

одному и тому числу в точке 𝑥 = −1, значит, в этой точке функция неразрывна.  

Находим односторонние пределы функции в точке 𝑥 = 2:  

 

𝑓(2 − 0) = lim
𝑥→2−0

(𝑥2 − 3) = 1 ≠ ∞ , 

 

𝑓(2 + 0) = lim
𝑥→ 2+0

(5 − 𝑥) = 3  ≠ ∞. 

 

График этой функции приведен на рисунке 1. В точке 𝑥 = 2  функция 

терпит разрыв первого рода, так как односторонние пределы функции          f(2-

0)≠f(2+0) неравны и стремятся к разным числам (не к бесконечности) и скачок 

функции в этой точке равен f(2+0)-f(2-0)=3-1=2.  

 

 
 

Рисунок 1 – График функции  𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙, 𝒙 ≤ −𝟏,

𝒙𝟐 − 𝟑,  − 𝟏 ≺ 𝒙 ≤ 𝟐,
𝟓 − 𝒙, 𝒙 ≻ 𝟐.
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2  Расчетно-графическая работа 2. Дифференциальное исчисление 

функции одной переменной 

 

Цель: привить студентам навыки в дифференцировании различных 

сложных функций для решения практических задач. Дать практические навыки 

в исследовании функций при помощи аппарата дифференцирования. 

 

2.1 Теоретические вопросы  

1. Производная функции. Дифференциал функции. 

2. Дифференцирование параметрически заданной функции. 

3. Дифференцирование неявно заданной функции. 

4. Раскрытие неопределенностей. Правило Лопиталя. 

5. Признаки монотонности функции. Экстремумы функции.  

6. Выпуклость, вогнутость графика функции. Точки перегиба. 

7. Асимптоты графика функции.  

8. Исследование функции с помощью производной. Построение графика 

функции. 

2.2 Расчётные  задания 

 

1. Найти производную функции. 

 

Таблица 2.1 

1.1  

 а) 𝑦 = 𝑥2 − √𝑥49
+

4

𝑥
−

5

𝑥8
, 

 б) 𝑦 = 𝑥8 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

 в) 𝑦 =
3𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥+1)
. 

1.2  

 а) 𝑦 =
3

𝑥
+ √𝑥25

− 4𝑥3 +

           +
2

𝑥4
, 

 б) 𝑦 = 𝑥5 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

3𝑥
. 

1.3  

 а)𝑦 = 3𝑥4 + √𝑥53
−

           −
 2

𝑥
−

4

𝑥2
, 

 б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
4𝑥3

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
. 

1.4  

а) 𝑦 = 7√𝑥
 

−
2

𝑥5
− 3𝑥2 +

4

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

 в) 𝑦 =
5𝑥7

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
. 

1.5  

а) 𝑦 = 7𝑥 +
5

𝑥2
− √𝑥47

+

           +
6

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

3𝑥4 . 

1.6  

а) 𝑦 = 5𝑥2 − √𝑥43
+

          +
4

𝑥
−

5

𝑥3
, 

 б) 𝑦 = 𝑥8 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

 в) 𝑦 =
3𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

 

 



20 

Продолжение таблицы 2.1 

1.7 

 а) 𝑦 = 3𝑥5 −
5

𝑥3
+

1

𝑥
+

              +3√𝑥3,
 

 

 б) 𝑦 = 𝑥3 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 

9𝑥5 . 

1.8  

а) 𝑦 =
3

𝑥
+ √𝑥75

− 4𝑥6 +

        +
2 

𝑥5
, 

 б) 𝑦 = 𝑥7 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

3𝑥4 . 

1.9 

 а) 𝑦 = 8𝑥4 + √𝑥43
−

             −
2

 𝑥
−

4

𝑥3
, 

 б) 𝑦 = 𝑥7 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
7𝑥3

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

1.10  

а) 𝑦 = 4√𝑥
 

−
2

𝑥5
+ 2𝑥2 +

7

𝑥
, 

б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

в) 𝑦 =
4𝑥7

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
. 

1.11 

 а) 𝑦 = 2𝑥 +
5

𝑥2
− √𝑥45

+

             +
3

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥

5𝑥4
. 

1.12  

а) 𝑦 = 9𝑥2 − √𝑥73
+

          +
4

𝑥
−

6

𝑥3
, 

б) 𝑦 = 𝑥8 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

в) 𝑦 =
6𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
. 

1.13  

 а) 𝑦 = 4𝑥5 −
6

𝑥3
+

1

𝑥
+

               +7√𝑥,3  

 б) 𝑦 = 2𝑥4 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥

 𝑥7 . 

1.14  

 а) 𝑦 =
5

𝑥
+ √𝑥25

− 𝑥3 +

           +
3

𝑥4
, 

 б) 𝑦 = 2𝑥6 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥5 . 

1.15  

а) 𝑦 = 𝑥4 + √𝑥53
−

          −
7

𝑥
−

8

𝑥2
, 

 б) 𝑦 = 𝑥4 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑥5

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
. 

1.16  

 а) 𝑦 = 4√𝑥
 

−
7

𝑥5
− 6𝑥2 +

4

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥7 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

 в) 𝑦 =
3𝑥8

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
. 

1.17  

а)  𝑦 = 6𝑥 +
4

𝑥2
− √𝑥47

+
2

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

7𝑥4 . 

1.18  

а) 𝑦 = 𝑥2 − √𝑥43
 +

               +
1

𝑥
−

7

𝑥3
, 

 б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

 в) 𝑦 =
8𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

1.19  

а) 𝑦 = 3𝑥7 −
5

𝑥4
+

1

𝑥
+ 3√𝑥

4
, 

б) 𝑦 = 𝑥3 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥

9 𝑥5 . 

1.20  

а) 𝑦 =
4

𝑥
+ √𝑥35

− 4𝑥 +

          +
2

𝑥7
, 

б) 𝑦 = 𝑥7 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

3𝑥4 . 

1.21  

а) 𝑦 = 8𝑥6 + √𝑥
3

−

           −
2

𝑥
−

4

𝑥9
, 

 б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
7𝑥3

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
. 
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1.22  

а) 𝑦 = 4√𝑥
 

−
2

𝑥8
+ 2𝑥3 +

7

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

 в) 𝑦 =
4𝑥7

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

1.23  

а) 𝑦 = 2𝑥 +
5

𝑥9
− √𝑥

6
+

3

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥4 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

5𝑥4 . 

1.24  

а) 𝑦 = 9𝑥 − √𝑥43
+

         +
4

𝑥
−

6

𝑥5
, 

б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

в) 𝑦 =
6𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

1.25  

а) 𝑦 = 2𝑥 −
8

𝑥3
+

1

𝑥
+ 9√𝑥

 
, 

б) 𝑦 = (𝑥 + 2)3 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 

6𝑥5
. 

1.26  

а) 𝑦 =
6

𝑥
+ √𝑥25

− 𝑥9 +

          +
2

𝑥4
, 

б) 𝑦 = (𝑥 − 1)5 ∙ 𝑡𝑔𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥2
. 

1.27  

а) 𝑦 = 𝑥4 + √𝑥43
−

         −
2

𝑥
−

4

𝑥9
, 

б) 𝑦 = (𝑥 + 1)6𝑐𝑡𝑔𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑥4

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥
. 

1.28  

 а) 𝑦 = √𝑥
 

+
2

𝑥6
− 𝑥9 +

7

𝑥
, 

 б) 𝑦 = 𝑥6 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

 в) 𝑦 =
5𝑥7

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑥+2)
. 

1.29  

а) 𝑦 = 𝑥7 +
5

𝑥3
− √𝑥49

+

          +
6

𝑥
, 

б) 𝑦 = 𝑥9 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥−1)

3𝑥4
. 

1.30  

а) 𝑦 = 2𝑥5 −
4

𝑥3
+

           +
1

𝑥
+ 3√𝑥,3  

б) 𝑦 = 𝑥3 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

в) 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥 

2𝑥5
. 

1.31 

a) у=(4𝑥 + 2𝑥3)10, 

б) у=
𝑠𝑖𝑛3 𝑥

2+3 𝑐𝑜𝑠2 𝑥
, 

в) 
( )

42

14
2

2

++

+
=

xx

x
y . 

1.32 

а)  у = √𝑥8 + 5𝑥33
, 

б) у = 3𝑐𝑡𝑔3(𝑥2 + 1), 

в) ( )
xarctg

x
xg

3

74
= . 

1.33  

a) у= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥4 + 𝑥), 

б) у=
1

3
𝑡𝑔2𝑥 +

𝑙𝑔𝑠𝑖𝑛 𝑥, 

в) у =
(𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑥+3)2

𝑠𝑖𝑛5𝑥
. 

 

2.  Найти производную функции. 

 

Таблица 2.2 

2.1 

𝑓(𝑥) = 𝑡𝑔(8𝑥2 + 𝑥 − 5) 

2.2    

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥2 − 2)  

2.3  

𝑓(𝑥) = 𝑒7𝑥+𝑥2
 

2.4    

𝑓(𝑥) = (4𝑥 + 2𝑥3)10 

2.5    

𝑓(𝑥) = √𝑥5 + 10𝑥23
 

2.6 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥5 + 3𝑥) 

2.7  

𝑓(𝑥) = 𝑡𝑔(4𝑥2 + 𝑥 + 5) 

2.8   

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(3𝑥2 − 2𝑥) 

2.9  

𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥−𝑥3
 

2.10  

𝑓(𝑥) = (3𝑥3 + 7𝑥)15 

2.11  

𝑓(𝑥) = √𝑥8 + 5𝑥33
 

2.12  

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑥4 + 𝑥) 
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Продолжение таблицы 2.2 

2.13 

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 4) 

2.14 

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(7𝑥2 − 6х) 

2.15 

f(𝑥) =
1

2
𝑠𝑖𝑛2 𝑥 + 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑥 

2.16   

𝑓(𝑥) = (3𝑥2 + 8𝑥)18, 
2.17 

𝑓(𝑥) = √𝑥5 + 10𝑥2 − 3
5

 

2.18   

𝑓(𝑥) =
1

2
𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑥  

2.19  

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(√𝑥
3

+ 2) 

2.20  

𝑓(𝑥) = √2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 5 𝑥 

2.21   

𝑓(𝑥) = 135𝑥3+2 

2.22  

𝑓(𝑥) = (9𝑥 + 3𝑥5)12 

2.23  

 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 5𝑥37
 

2.24 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥4 + 7𝑥) 

2.25  

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(6𝑥2 − 𝑥3) 

2.26  

𝑓(𝑥) = (𝑒𝑡𝑔𝑥 + 1)4 

2.27   

𝑓(𝑥) = √(𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 2𝑥)56
 

2.28   

𝑓(𝑥) = 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔53𝑥2 

2.29  

𝑓(𝑥) = 2𝑡𝑔3(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 5 𝑥) 

2.30 

𝑓(𝑥) = (6𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3)2 

 

3. Найти производную функции, заданной параметрическими 

уравнениями. 

 

Таблица 2.3 

3.1{
𝑥 = (2𝑡 + 3) 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,

𝑦 = 3𝑡3 
 3.2  {

𝑥 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,

𝑦 = 3 𝑠𝑖𝑛2 𝑡 
 3.3  {

𝑥 = 6 𝑐𝑜𝑠3 𝑡 ,
𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑡   

 

3.4  {
𝑥 = 1/(𝑡 + 2),  

𝑦 = 𝑡2(𝑡 + 2) 
 3.5  {

𝑥 = 𝑒−2𝑡 , 

𝑦 = 3𝑡𝑒4𝑡    
 3.6  {

𝑥 = √𝑡, 

𝑦 = √𝑡
5

  
 

3.7  {
𝑥 = 2𝑡/(𝑡3 + 1),

𝑦 = 𝑡3(𝑡2 + 1) 
 3.8 {

𝑥 = 𝑡𝑒𝑡 ,   

𝑦 = 𝑡𝑒−2𝑡 
 3.9 {

𝑥 = 4𝑡 + 2𝑡2, 

𝑦 = 5√𝑡3 − 3𝑡2 
 

3.10 {
𝑥 = (𝑙𝑛 𝑡)/𝑡, 
𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡    

 3.11 {
𝑥 = 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,
𝑦 = 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 

 3.12 {
𝑥 = 𝑡4,  

𝑦 = 𝑡 𝑙𝑛 𝑡 
 

3.13 {
𝑥 = 5 𝑐𝑜𝑠2 𝑡 ,
𝑦 = 3 𝑠𝑖𝑛 𝑡 

 3.14 {
𝑥 = 5 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,
𝑦 = 3 sin 5𝑡 

   3.15 {
𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,   

𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 𝑡2)   
 

3.16 {
𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,  

𝑦 = √1 − 𝑡2    
 3.17 {

𝑥 = 3(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡), 
𝑦 = 3(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡)

 3.18{
𝑥 = 3(𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡), 
𝑦 = 3(𝑐𝑜𝑠 𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 𝑡)

 

3.19 {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 2 𝑡, 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2 𝑡
 3.20 {

𝑥 = 𝑒3𝑡 , 

𝑦 = √𝑡 − 1    
 3.21 {

𝑥 = (𝑙𝑛 𝑡)/𝑡, 

𝑦 = 𝑡2 𝑙𝑛 𝑡    
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3.22 {
𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑡 , 

𝑦 = √1 − 𝑡2  
 3.23 {

𝑥 = 6𝑡2 − 4, 

𝑦 = 3√𝑡5   
 3.24  {

𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 
𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡  

 

3.25 {
𝑥 = 𝑒−2𝑡 , 

𝑦 = 𝑒8𝑡/𝑡    
 3.26 {

𝑥 = √(𝑡 − 1)23
, 

𝑦 = √𝑡 − 1   
 3.27 {

𝑥 = 𝑙𝑛2 𝑡 ,   
𝑦 = 𝑡 + 𝑙𝑛 𝑡 

   

3.28  

{
𝑥 = √𝑡2 − 1, 

𝑦 = (𝑡 + 1)/√𝑡2 − 1
 

3.29.  

{
𝑥 = 1/(𝑡 + 1), 

𝑦 = 𝑡2/(𝑡 + 1)    
 

3.30  

{
𝑥 = 5 𝑠𝑖𝑛 3 𝑡,  

𝑦 = 3 𝑐𝑜𝑠3 𝑡  
 

  

4. Найти производную от неявно заданной функции F(x,y)=0. 

 

             Таблица 2.4 

№ F(x,y)=0 

4.1 2 2 4 8 0tgx y x+ + + =  

4.2 2 24 2 0x y xy− − =  

4.3 2 2 4 8x y tgy x+ + + =  

4.4 2 3 0ctgx y x+ + =  

4.5 2 2ln( ) 5 13x y x− + =  

4.6 2 2 sin( 4 ) 4 0x y y x+ + + + =  

4.7 2 2 3 46xe y x+ + =  

4.8 cos2 8 0x y tgx− + =  

4.9 2 2 2y xe e x+ − =  

4.10 2 sin 3 2 0y x tgy x− − + =  

4.11 2 2ln( ) 2 2 0x y xy x+ − + =  

4.12 2 2 6 ( ) 4 0x y ctg x y− + + + − =  

4.13 ( )2 2ln 2 9x y xy− − =  

4.14 2 22 4 1x y tgy+ − =  

4.15 24 12 ln 3 9xe x y y+ − =  

4.16 6 8 0x ye e x y+ + + − =  
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                               Продолжение таблицы 2.4 

№ F(x,y)=0 

4.17 2 22 3 4 0x y y x− + − =  

4.18 ln ln 5 2 0x y xy x− − + =  

4.19 2 cos3 2 0y x ctgy x− − + =  

4.20 4 8 0chx shy x+ + + =  

4.21 3 2 34 1x y ctgy+ − =  

4.22 3 23 4 18 0x y xy− + + =  

4.23 3 22 3 4 1x y thy− − =  

4.24 2cos 14 6 0x y x− + =  

4.25 2ln( ) 5 2 0x y xy x+ − + =  

4.26 2 2 2 2y xe e xy− − =  

4.27 24 5 ln( 3 ) 9xe x y x− − − =  

4.28 2 23 sin(6 4 ) 14x y y x− + − =  

4.29 2 22 ( ) 4 0x y tg x y x+ + + − =  

4.30 2 2ln( 2 ) 4 0x y x y+ + + − =  

 

5.   Найти вторую производную функции 𝑦 = 𝑓(𝑥)
 
в точке 𝑥0.      

 

Таблица 2.5 
5.1  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2 𝑥, 

х0 = 𝜋
4⁄  

5.2  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 
𝑥0 = 1 

5.3 𝑦 = 𝑙𝑛(2 + 𝑥2), 
𝑥0 = 0 

5.4   𝑦 = 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,  
𝑥0 = 0 

5.5 𝑦 = 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥, 
𝑥0 = 0 

5.6   𝑦 = 𝑒−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥, 
𝑥0 = 0 

5.7   𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥,  

𝑥0 = 𝜋 

5.8   𝑦 = (2𝑥 + 1)5,  
𝑥0 = 1 

5.9 𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 2𝑥) , 
𝑥0 = 2 

5.10  𝑦 =
1

2
𝑒𝑥𝑥2,  

𝑥0 = 0 

5.11  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 ,  
𝑥0 = 0 

5.12   𝑦 = (5𝑥 − 4)5,  
𝑥0 = 2 

5.13 𝑦 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥, 

  𝑥0 =
𝜋

2
 

5.14  𝑦 = 𝑥2 𝑙𝑛 𝑥,   

𝑥0 =
1

3
 

5.15 𝑦 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥, 

  𝑥0 = −
𝜋

4
 

5.16  𝑦 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥,  

𝑥0 =
𝜋

12
 

5.17 𝑦 = 𝑥4 𝑙𝑛 𝑥 ,  
𝑥0 = 1 

5.18  𝑦 = 𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 
𝑥0 = 1 
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       Продолжение таблицы 2.5 

5.19  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2 𝑥, 

𝑥0 =
𝜋

4
 

5.20  𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥2 − 4)  
𝑥0 = 3 

5.21   𝑦 = 𝑥2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,  

𝑥0 =
𝜋

2
 

5.22   𝑦 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥, 

𝑥0 =
√3

2
 

5.23 

𝑦 = (𝑥 + 1) 𝑙𝑛(𝑥 + 1), 

𝑥0 = −0.5 

5.24  𝑦 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥,  

𝑥0 =
𝜋

4
 

5.25  𝑦 = 27𝑥+5, 

𝑥0 = 1 

5.26  𝑦 = (4𝑥 − 3)5,  
𝑥0 = 1 

5.27  𝑦 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 ,  
𝑥0 = 2 

5.28   𝑦 = (7𝑥 − 4)6, 

𝑥0 = 1 

5.29   𝑦 = 𝑙𝑛3 𝑥 ,  
𝑥0 = 1 

5.30   𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥3 + 𝜋) , 

𝑥0 = √𝜋
3

 

 

6.  Дана  функция 𝑦 = 𝑓(𝑥). Определить:  

а) область определения и точки разрыва;  

б) асимптоты графика функции; 

в) точки пересечения графика функции с осями координат;  

г) четность, нечетность; 

д) интервалы монотонности, экстремумы;  

е) интервалы вогнутости, выпуклости и точки перегиба; 

ж) построить график.  

 

Таблица 2.6 

6.1 

𝑦 =
𝑥3 + 4

𝑥2
 

6.2 

𝑦 =
𝑥2 + 1

𝑥 − 1
 

6.3   

𝑦 =
2

𝑥2 + 2𝑥
 

6.4   

𝑦 =
4𝑥2

3 + 𝑥2
 

6.5 

𝑦 =
12𝑥

𝑥2 + 9
 

6.6  

𝑦 =
𝑥2 − 3𝑥

𝑥 − 1
 

6.7   

𝑦 =
4 − 𝑥3

𝑥2
 

6.8  

𝑦 =
𝑥2 − 4𝑥 + 1

𝑥 − 4
 

6.9  

𝑦 =
2𝑥3 + 1

𝑥2
 

6.10  

𝑦 =
(𝑥 − 1)2

𝑥2
 

6.11     

𝑦 =
𝑥2

(𝑥 − 1)2
 

6.12   

𝑦 = (𝑥 +
1

𝑥
)

2

 

6.13  

𝑦 =
12 − 3𝑥2

12 + 𝑥2
 

6.1 4  

𝑦 =
9 + 6𝑥

𝑥2 − 2
 

6.15     

𝑦 =
−8𝑥

𝑥2 + 4
 

6.16     

𝑦 =
𝑥 − 1

(𝑥 + 1)2
 

6.17   

𝑦 =
3𝑥4 + 1

𝑥3
 

6.18    

𝑦 =
4𝑥

(𝑥 + 1)2
 

6.19    

𝑦 =
8(𝑥 − 1)

(𝑥 + 1)2
 

6.20 

𝑦 =
1 − 2𝑥3

𝑥2
 

6.21 

𝑦 =
4

𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

6.22   

𝑦 =
4

3 + 2𝑥 − 𝑥2
 

6.23  

𝑦 =
2𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

6.24  

𝑦 =
1

𝑥4 − 1
 

6.25 

𝑦 = − (
𝑥

𝑥 + 2
)

2

 

6.26    

𝑦 =
𝑥3 − 32

𝑥2
 

6.27  

𝑦 =
4(𝑥 + 1)2

𝑥2 + 2𝑥
 

6.28   

𝑦 =
3𝑥 − 2

𝑥3
 

6.29    

𝑦 =
𝑥2 − 6𝑥

(𝑥 − 1)2
 

6.30  

𝑦 =
𝑥3 + 54

𝑥3
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7. Найти предел, используя правило Лопиталя. 

    

Таблица 2.7 

7.1 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑙𝑛(𝑥+5)

√𝑥+3
4  7.2 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

2𝑙𝑛 𝑥−𝑥

𝑥−1
 7.3 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑡𝑔𝑥−𝑥

𝑥−𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

7.4 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥2

𝑥2−𝑠𝑖𝑛 𝑥2 7.5 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑡𝑔𝑥−𝑥

2 𝑠𝑖𝑛 𝑥+𝑥
 7.6 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑙𝑛(1+2𝑥)

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3𝑥
 

7.7 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥−𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥3  7.8  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒2𝑥−1

𝑙𝑛(1−6𝑥)
 7.9  𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

1−𝑥

1−𝑠𝑖𝑛(
𝜋𝑥

2
)
 

7.10 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑙𝑛 𝑥

√𝑥
3  7.11 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑒3𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 5𝑥
 7.12 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜋/𝑥

𝑐𝑡𝑔(𝜋𝑥/2)
 

7.13  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 2𝑥)

𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 5𝑥)
 7.14  𝑙𝑖𝑚

𝑥→
𝜋

2

𝑡𝑔𝑥

𝑡𝑔5𝑥
 7.15 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑒3𝑥−𝑒5𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

7.16 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥3  7.17 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

𝜋

6

1−2 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 3𝑥
 7.18 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑒2𝑥−1

𝑙𝑛(1+2𝑥)
 

7.19 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑙𝑛 𝑥

𝑥3−1
 7.20 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 5𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥 7.21 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 3𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 6𝑥
 

7.22  𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

7𝑥−1

3𝑥−1
 7.23  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑒5𝑥−1

𝑠𝑖𝑛 4𝑥
 7.24 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑒2𝑥

𝑡𝑔4𝑥
 

7.25 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2𝑥−4𝑥

𝑥√1−𝑥2
 7.26 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑙𝑛(1+𝑥2)

𝑐𝑜𝑠 3𝑥−𝑒−𝑥 7.27 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛(7+𝑥)

√𝑥−3
7  

7.28 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 4𝑥

5−5𝑒−3𝑥  7.29  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒9𝑥−1

𝑐𝑜𝑠 5𝑥
 7.30 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝜋/6

1−2 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 3𝑥
 

 

2.3 Контрольные вопросы 

 

1. Что называется производной функции в точке? 

2. Что называется дифференциалом функции? 

3. Когда можно применить правило Лопиталя при вычислении 

пределов? 
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2.4 Решение типового варианта  

 

Таблица 2.8 – Производные элементарных функций 

1.    (𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1 7.    (𝑐𝑜𝑠 𝑥)′ = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 13.    (𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑥)′ = −
1

1+𝑥2
 

2.   (𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 𝑙𝑛 𝑎 8.     (𝑡𝑔𝑥)′ =
1

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
 14.    (𝑠ℎ𝑥)′ = 𝑐ℎ𝑥 

3.   (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 9.    (𝑐𝑡𝑔𝑥)′ = −
1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
 15.    (𝑐ℎ𝑥)′ = 𝑠ℎ𝑥 

4.    (𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥)′ =
1

𝑥 𝑙𝑛 𝑎
 10.    (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)′ =

1

√1−𝑥2
 16.    (𝑡ℎ𝑥)′ =

1

𝑐ℎ
2𝑥

 

5.   (𝑙𝑛 𝑥)′ =
1

𝑥
 11. (𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥)′ = −

1

√1−𝑥2
 17.    (𝑐𝑡ℎ𝑥)′ = −

1

𝑠ℎ
2𝑥

 

6.    (𝑠𝑖𝑛 𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 12.    (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)′ =
1

1+𝑥2
  

 

1. Найти производную функции:  

а)
2 3

7

4 5
2 3y x x

x x
= − + − ; б)𝑦 = 4𝑥2 · 2−3𝑥; в) 𝑦 =

𝑐𝑡𝑔53𝑥

𝑥+2
. 

 
Решение: а) используется формулы производной от элементарных 

степенной, показательной и тригонометрической функций (см таблица 2.8), а 

также применяется правилo дифференцирования суммы функций:  

 

( )u v u v   =  . 

Перед дифференцированием выражения необходимо расписать степень 

каждого слагаемого: 

 

( )
1

2 2 1 73 3
7

4 5
2 3 2 3 4 5y x x x x x x

x x

− −
   = − + − = − + − = 

 

( ) ( )
1 1 1 1 7 13

1
2 2 3 4 1 5 7

3
x x x x

− − − − −=  −  +  − −  − =  

2
2 834 4 35x x x x

−
− −= − − + ; 

 

б) применяется правилo дифференцирования произведения двух 

функций:  
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( )u v u v u v   =  +  , 

 

( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3 3 2 34 2 4 2 4 2 8 2 4 2 ln2x x x x xy x x x x x− − − − −
  

  = = + =  + ; 

 

в) для упрощения  производная числителя данной функции находится 

отдельно: 

 

(𝑐𝑡𝑔53𝑥)′ = |
замена:

𝑢 = 𝑐𝑡𝑔3𝑥;
𝑡 = 3𝑥

| = (𝑢5)′𝑢 ⋅ (𝑐𝑡𝑔𝑡)′𝑡 ⋅ (3𝑥)′ =

= 5𝑢4 ⋅
−1

𝑠𝑖𝑛2𝑡
⋅ 3 = −5𝑐𝑡𝑔43𝑥

3

𝑠𝑖𝑛23х
= −

15𝑐𝑡𝑔43𝑥

𝑠𝑖𝑛23х
;

 

 
Само исходное выражение дифференцируется  по правилу частных  двух 

функций: 

 

2

u u v u v

v v

   −  
= 

 
, 

 

𝑦′ = (
𝑐𝑡𝑔53𝑥

𝑥 + 2
)

′

=
(𝑐𝑡𝑔53𝑥)′ ⋅ (𝑥 + 2) − (𝑥 + 2)′ ⋅ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

=
−

15𝑐𝑡𝑔43𝑥
𝑠𝑖𝑛23х

⋅ (𝑥 + 2) − 1 ∙ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

−15(𝑥 + 2)𝑐𝑡𝑔43𝑥
sin23𝑥

− 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

=  
−15(𝑥 + 2)𝑐𝑡𝑔43𝑥 − sin23𝑥 ⋅ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2sin23𝑥
.

 

 

2. Найти производную функции   𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔3(𝑐ℎ5𝑥).  
Решение: производная сложной функции находится путем поэтапного 

раскрытия суперпозиции функций: 

 

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔3𝑐ℎ5𝑥)′ = |
замена:

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑡);
𝑡 = 𝑐ℎ5𝑥

| = (𝑢3)′𝑢 ⋅ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡)′𝑡 ⋅ (𝑐ℎ5𝑥)′ =

= 3𝑢2 ⋅
1

1 + 𝑡2
⋅ 5𝑠ℎ5𝑥 = 15𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2𝑐ℎ5𝑥

𝑠ℎ5𝑥

1 + 𝑐ℎ25х
.
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3. Найти производную функции, заданной параметрическими 

уравнениями: {
𝑥 = 3𝑡4 − 𝑡2,

𝑦 = 𝑡3 − 5. 
 

 

Решение: производную функции, заданной параметрическими 

уравнениями, находят по формуле 

 

𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ . 

 
Тогда для параметрической функции находим производные функций x(t), 

y(t) по отдельности и подставляем в формулу: 

 

{
𝑥𝑡

′ = 12𝑡3 − 2𝑡,

𝑦𝑡
′ = 3𝑡2, 

     

𝑦𝑥
′ =

3𝑡2

12𝑡3 − 2𝑡
=

3𝑡2

2𝑡(6𝑡2 − 1)
=

3𝑡

2(6𝑡2 − 1)
. 

 

4. Найти вторую производную функции: 𝑦 = 𝑙𝑛3 𝑥
 
в точке  𝑥0 = 1.  

Решение: вычисляется последовательно первая и вторая производные: 

 

𝑦′ = (𝑙𝑛3 𝑥)′ = 3 𝑙𝑛2 𝑥 ⋅
1

𝑥
=

3 𝑙𝑛2 𝑥

𝑥
, 

 

𝑦" = (
3 𝑙𝑛2 𝑥

𝑥
)

′

=
2 𝑙𝑛 𝑥 ⋅

1
𝑥

⋅ 𝑥 − 1 ⋅ 𝑙𝑛2 𝑥

𝑥2
=

2 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛2 𝑥

𝑥2
=

3 𝑙𝑛 𝑥 (2 − 𝑙𝑛 𝑥)

𝑥2
, 

𝑦"(𝑥 = 1) =
3 𝑙𝑛 1‧ (2 − 𝑙𝑛 1)

12
= 0. 

 
5. Найти производную 𝑦′ от неявно заданной функции F(x,y)=0:  

 

4 8 0thx shy x+ + + = . 

Решение: чтобы найти производную от неявно заданной  функции, надо 

продифференцировать это уравнение F(x,y)=0  по х, считая у  функцией от х. 

Затем полученное выражение нужно разрешить относительно 𝑦′:  

 

( )4 8 0thx shy x


+ + + = , 
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2

1
4 0chy y

ch x
+  + = , 

2

2

1
4,

1 1
4 .

chy y
ch x

y
ch x chy

 = − −

 
 = − − 

 

 

 

6.  Дана функция 𝑦 =
𝑥2+1

3𝑥
. Определить:  

а) область определения и точки разрыва;  

б) асимптоты графика функции; 

в) точки пересечения графика функции с осями координат;  

г) четность, нечетность; 

д) интервалы монотонности, экстремумы;  

е) интервалы вогнутости, выпуклости и точки перегиба; 

ж) построить график.  

 

Решение: 

а) 𝑥 = 0 – точка разрыва, а в области определения функция непрерывна:  

 

х ≠ 0 ⇔ 𝐷(𝑦): (−∞; 0) ∪ (0; +∞). 

 

 

б) прямая 𝑥 = 𝑥0 является вертикальной  асимптотой, если у(𝑥0 ± 0) =
 = ±∞. Находим односторонние пределы  функции в точке разрыва:

   

𝑦(0 − 0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−0

𝑥2 + 1

3𝑥
= −∞,    𝑦(0 + 0) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+0

𝑥2 + 1

3𝑥
= +∞. 

 

  
Прямая 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏  есть  наклонная асимптота, где 𝑘, 𝑏 вычисяются по 

формуле:   

 

𝑘 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑦

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥2 + 1

3𝑥2
=

1

3
, 

 

𝑏 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑦 − 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
𝑥2 + 1

3𝑥
−

𝑥

3
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥2 + 1 − 𝑥2

3𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

1

3𝑥
= 0. 

 

Значит,  
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х = 0 – уравнение вертикальной асимптоты, 

𝑦 =
1

3
𝑥 – уравнение наклонной асимптоты; 

в) область определения 𝐷(𝑦): (−∞; 0) ∪ (0; +∞) не включает точку   х =
0, поэтому график функции у = 𝑓(𝑥) не имеет пересечения с осью 0х. 

Выражение числителя 𝑥2 + 1 ≠ 0, поэтому
 
график функции у = 𝑓(𝑥) =

𝑥2+1

3𝑥
  

не имеет пересечения с осью 0у;  

г) проверим функцию у=
𝑥2+1

3𝑥
  на нечетность: 

 

𝑦(−𝑥) =
(−𝑥)2+1

3(−𝑥)
= −

𝑥2+1

3𝑥
= −𝑦(𝑥), 

 

следовательно, график симметричен относительно начала координат и 

расположен в первой и третьей четвертях. Функция непериодическая.  

 Проверим значение функции в бесконечно отдаленных точках: 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥2+1

3𝑥
= (

∞

∞
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

(𝑥2+1)′

(3𝑥)′
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

2𝑥

3
= +∞, 

 

т. е. функция неограниченно возрастает; 

д) найдем первую  производную функции и приравняем ее к нулю: 

 

𝑦 ′ = (
𝑥2 + 1

3𝑥
)

′

=
1

3
⋅

2𝑥2 − 𝑥2 − 1

𝑥2
=

𝑥2 − 1

3𝑥2
= 0. 

 

Корни этого уравнения 𝑥1 = −1,  𝑥2 = 1 есть стационарные точки, 

которые образуют четыре интервала. Исследуем на знак значение производной 

функции в каждом интервале:  

в первом в интервале −∞ < 𝑥 < −1, 𝑦′(𝑥) > 0, значит функция 

возрастает, 

во втором интервале −1 < 𝑥 < 0,  𝑦′(𝑥) < 0, значит функция убывает, 

тогда в точке 𝑥 = −1 имеем локальный максимум: 𝑦(−1) = −
2

3
; 

в третьем интервале 0 < 𝑥 < 1 производная 𝑦′(𝑥) < 0, значит функция 

убывает,   

в четвертом интервале 1 < 𝑥 < +∞ производная 𝑦′(𝑥) > 0, это означает 

функция возрастает; тогда точка 𝑥 = 1 – локальный минимум: 

 

 𝑦(1) =
1+1

3
=

2

3
; 

 

е) найдем вторую  производную от функции: 
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𝑦″ = (
𝑥2−1

3𝑥2 )
′′

=
𝑥2−1

3𝑥2 =
1

3
(1 −

1

𝑥2)
′

=
2

3𝑥3 ≠ 0. 

 

Вторая производная существует в области определения: 

при 𝑥 ∈ (0; +∞) вторая производная 𝑦″(𝑥) > 0, значит график выпуклый вниз;  

при 𝑥 ∈ (−∞; 0) вторая производная 𝑦″(𝑥) < 0, значит график выпуклый 

вверх; точек перегиба нет. 

ж) схематический график функции 𝑦 =
𝑥2+1

3𝑥
 изображен на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – График функции 𝑦 =
𝑥2+1

3𝑥
 

 

7. Найти предел, используя правило Лопиталя: 

 а) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 7𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 7𝑥
;  

б)
 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
−

1

𝑥2). 

 
Решение: а) правило Лопиталя используется для неопределенностей вида 

(
0

0
)
 
или (

∞

∞
). Здесь при  х=0  правило Лопиталя применяется два раза: 

 

11−

3

2
−xy

3

1
=

y

x

0

3

2
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 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥
= (

0

0
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

(1 − 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥)′

(𝑥 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥)′
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

7 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥

𝑠𝑖𝑛 7 𝑥 + 7𝑥 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥
= (

0

0
) = 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(7 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥)′

(𝑠𝑖𝑛 7 𝑥 + 7𝑥 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥)′
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

49 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥

7 𝑐𝑜𝑠 7 𝑥 + 7(𝑐𝑜𝑠 7 𝑥 − 𝑥 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥)
=

49

14
; 

б) при  значении  𝑥 = 0  получается неопределенность вида ∞ − ∞, тогда 

дроби приводятся к общему знаменателю, и далее для раскрытия 

неопределенности  используются эквивалентные функции и  правило Лопиталя 

3 раза: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
−

1

𝑥2
) = |∞ − ∞| = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥

𝑥2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= |

0

0
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥

𝑥2 ⋅ 𝑥2
= 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥)′

(𝑥4)′
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

4𝑥3
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥

4𝑥3
= 

=𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2𝑥−𝑠𝑖𝑛 2𝑥

4𝑥3 = |
0

0
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

(2𝑥−𝑠𝑖𝑛 2𝑥)′

(4х3)′ = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2−2𝑐𝑜𝑠2𝑥

12х2 = |
0

0
| = 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(1 − 𝑐𝑜 𝑠 2 𝑥)′

(6х2)
′

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2𝑠𝑖𝑛2𝑥

12𝑥
=

1

3
· 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2𝑥

2𝑥
=

1

3
· 1. 

 

3 Расчетно-графическая работа 3. Интегральное исчисление 

функции одной переменной 

 

Цель: освоение основных методов интегрирования при нахождении 

неопределенных и определенных интегралов, их приложений в геометрических 

и физических задачах. 

 

3.1   Теоретические вопросы 

 

1. Первообразная. Неопределенный интеграл, его свойства. 

2. Таблица интегралов. 

3. Разложение дробно-рациональной функции на простейшие дроби. 

Интегрирование дробно-рациональной функции. 

4. Интегрирование иррациональной функции.  

5. Интегрирование тригонометрических функций. Универсальная 

подстановка.  

6. Определенный интеграл и его свойства.  Формула Ньютона – 

Лейбница. Применение определенного интеграла. 

7. Метод замены переменной в неопределенном и определенном 

интегралах. 

8. Метод интегрирования по частям в определенном и неопределенном 

интегралах. 
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3.2   Расчётные  задания 

 

Найти неопределенный интеграл. 

 

Таблица 3.1 

1.1 a) ∫ (√𝑥
4

−
6

𝑥4
−

1

√1−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝜋𝑥 𝑒𝑥−1 𝑑𝑥 

1.2 a) ∫ (
2

√𝑥
+

6

𝑥2
−

1

16+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 4𝑥 (3 + 2−𝑥) 𝑑𝑥 

1.3 a) ∫ (√𝑥
5

+
6

𝑥3
−

1

√16−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥 (4 + 5−𝑥) 𝑑𝑥 

1.4 a) ∫ (
5

√𝑥
+

3

𝑥7
−

4

4+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒𝑥( 𝑒−𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

1.5 a) ∫ (3𝑒𝑥 +
5

𝑥2
−

3

√9+𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥 2𝑥+2 𝑑𝑥 

1.6 a) ∫ (√𝑥 +
3

𝑥3
+

8

3+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒2𝑥 5−𝑥 𝑑𝑥 

1.7 a) ∫ (√𝑥
3

− 5𝑥3 +
1

√1+𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 7−𝑥  (3𝑥 + 2) 𝑑𝑥 

1.8 a) ∫ (7𝑒𝑥 +
4

𝑥5
−

1

25+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 2𝑥(𝑒−𝑥 + 3) 𝑑𝑥 

1.9 a) ∫ (
7

𝑥√𝑥
+

5

𝑥4
+

3

25−𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫(3−𝑥 + 2𝑥+1)2 𝑑𝑥 

1.10 a) ∫ (√𝑥
5

+
4

𝑥3
−

1

9−𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 6𝑥 (𝑒𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

1.11 a) ∫ (√𝑥
9

+
4

𝑥
− 7𝑥) 𝑑𝑥 b) ∫ 2−𝑥  (𝑒𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

1.12 a) ∫ (
2

𝑐𝑜𝑠2𝒙
− √𝑥23

+
1

√4−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 5𝑥 (3−𝑥 + 1) 𝑑𝑥 

1.13 a) ∫ (
7

𝑠𝑖𝑛2𝒙
+

1

𝑥2
−

1

36+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒−𝑥 (3𝑥 + 7) 𝑑𝑥 

1.14 a) ∫ (
5

√𝑥
+

1

𝑥4
− 6𝑥) 𝑑𝑥 b) ∫ 4𝑥 ( 3−𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

1.15 a) ∫ (𝑠𝑖𝑛𝒙 +
9

𝑥7
−

1

√16−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥( 𝑒−𝑥 + 2) 𝑑𝑥 

1.16 a) ∫ (√𝑥
4

+
5

𝑥3
−

1

4−𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 26𝑥 (3−𝑥 + 4) 𝑑𝑥 
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Продолжение таблицы 3.1 

1.17 
a) ∫ (√𝑥 +

8

𝑥4
−

1

2+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 6𝑥 2−𝑥 𝑑𝑥 

1.18 
a) ∫ (√𝑥25

+
7

𝑥3
−

3

81−𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥 (2𝑥+1 + 3) 𝑑𝑥 

1.19 
a) ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑥 +

3

𝑥4
−

1

√3−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒𝑥( 𝑒−5𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

1.20 
a) ∫ (√𝑥23

+
5

𝑥5
−

3

16+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 2−𝑥  (32𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

1.21 
a) ∫ (√𝑥

4
+

9

𝑥3
−

3

𝑐𝑜𝑠2𝒙
) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥 (4−𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

1.22 
a) ∫ (𝑒𝑥 +

4

𝑥7
−

6

√9−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝜋𝑥 4−𝑥 𝑑𝑥 

1.23 
a) ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑥 +

5

𝑥4
−

1

√49+𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 6𝑥( 3−𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

1.24 
a) ∫ (√𝑥

6
+

3

𝑥
−

1

81+𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 3𝑥 (4−𝑥 + 3) 𝑑𝑥 

1.25 
a) ∫ (√𝑥

3
+

5

𝑥3
−

3

√16+𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 4−𝑥  (𝑒𝑥 + 3) 𝑑𝑥 

1.26 
a) ∫ (

5

𝑐𝑜𝑠2𝒙
+

7

𝑥3
− 3𝑥) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒−4𝑥  (𝑒8𝑥 + 1) 𝑑𝑥 

1.27 
a) ∫ (𝑒𝑥 +

4

𝑥7
−

6

√𝑥2−9
) 𝑑𝑥 b) ∫ 62𝑥 (3−𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

1.28 
a) ∫ (𝑠𝑖𝑛𝑥 +

9

𝑥7
−

1

√16−𝑥2
) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝑒−7𝑥( 𝑒−5𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

1.29 
a) ∫ (

5

√𝑥
+

1

𝑥4
+ 6𝑥) 𝑑𝑥 b) ∫ 43𝑥( 3−𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

1.30 
a) ∫ (√𝑥25

+
7

𝑥3
−

3

81−𝑥2) 𝑑𝑥 b) ∫ 𝜋2𝑥 4−𝑥 𝑑𝑥 

1.31 
a) ∫

1−5x3+9 √x54

x4
𝑑𝑥  

б)  ∫ 3x(5 − 7−x) 𝑑𝑥 

1.32 
а) ∫

(√𝐱−𝟐 √𝐱
𝟑

)
𝟐

𝐱
𝒅𝒙  б) ∫ 7−x(√74x + 5x) 

1.33 a)   ∫(𝒙√𝟓𝒙
𝟑

− 𝟑)
𝟑

𝒅𝒙   б)  ∫ e−x(2x − 3ex+3) 𝑑𝑥 

1.34 
a)   ∫ (√𝒙 +

𝟏

√𝒙
𝟑 )

𝟑
𝒅𝒙   б)  ∫ 5𝑥 ∙ 32−4𝑥 𝑑𝑥 
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2. Найти неопределенный интеграл. 

 

Таблица 3.2 

2.1 

 

2.2 
 
2.3 

 

2.4  2.5  2.6  

2.7  2.8 
 

2.9  

2.10 
 

2.11 
 

2.12  

2.13  2.14  2.15 
 

2.16 
 

2.17 
 

2.18 
 

2.19 
 

2.20 
 

2.21 
 

2.22 
 

2.23 
 

2.24 
 

2.25 
 

2.26 
 

2.27 
 

2.28 
 

2.29 
 

2.30 
 

 

3. Найти интегралы, применяя подстановку или замену переменной. 

 

Таблица 3.3 

3.1 
∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑥 − 5) 𝑑𝑥 

3.16 
∫ 𝑒1−3𝑥 𝑑𝑥 

3.2 
∫ 𝑐𝑜𝑠(8𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

3.17 
∫(5𝑥 − 7)

5
2 𝑑𝑥 

3.3 
∫

𝑑𝑥

3𝑥 + 7
 

3.18 
∫ 𝑠ℎ(4𝑥 + 3) 𝑑𝑥 

 








+
dx

x29

5
 









+
−

−
dx

xx 22 5

4

3

7
271 x

dx

−

23 2 + x

dx

32 2 − x

dx
273 x

dx

+

 −
dx

x 12

2
2 

− 235 x

dx
 − 23 2x

dx

 








+
− dx
xx 2

21
22  









−
− dx
xx 2

43
22  









+
−

−
dx

xx 3

7

3

5
22

 +14 2x

dx

 








+
−

−
dx

xx 3

2

5

3
22 

−14 2x

dx

 








+
−

−
dx

xx 22 1

4

4

3
 









+
+

−
dx

xx 22 25

4

9

7

254 2 + x

dx


− 22716 x

dx
 −

dx
x 125

2
2 2763 x

dx

+

3625 2 − x

dx
 









+
dx

x 36

5
2  − 2536

6
2x

dx

 








+
− dx
xx 4

21
22  









−
+

+
dx

xx 22 4

4

9

2
 +1649 2x

dx

 −14 2x

dx
 +164 2x

dx
 









−
dx

x 281

7
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Продолжение таблицы 3.3 

3.4 
∫

𝑑𝑥

√(3 − 𝑥)3
 

3.19 
∫ 𝑐𝑜𝑠(6𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

3.5 
∫ 𝑒3𝑥+5 𝑑𝑥 

3.20 
∫(4𝑥 + 3)2 𝑑𝑥 

3.6 
∫

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2(2𝑥 − 3)
 

3.21 
∫

𝑑𝑥

√3 − 𝑥
 

3.7 
∫

𝑑𝑥

7𝑥 − 5
 

3.22 
∫ 87𝑥−2 𝑑𝑥 

3.8 
∫ 𝑐ℎ(4𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

3.23 
∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛27𝑥
 

3.9 
∫ 𝑡𝑔(3𝑥 + 7) 𝑑𝑥 

3.24 
∫

8𝑑𝑥

√6 − 𝑥
 

3.10 
∫ 36𝑥−3 𝑑𝑥 

3.25 
∫

5𝑑𝑥

(8 + 2𝑥)2
 

3.11 
∫

𝑑𝑥

√7𝑥 − 3
 

3.26 
∫ 𝑠𝑖𝑛(4𝑥 − 5) 𝑑𝑥 

3.12 
∫(9𝑥 + 5)8 𝑑𝑥 

3.27 
∫ 𝑐𝑜𝑠(7𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

3.13 
∫

𝑑𝑥

√9𝑥 − 1
3  

3.28 
∫

𝑑𝑥

√5 + 3𝑥
3  

3.14 
∫(7𝑥 − 5)

3
2 𝑑𝑥 

3.29 
∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(5𝑥 − 2)
 

3.15 
∫

𝑑𝑥

𝑐ℎ2(8𝑥 + 5)
 

3.30 
∫

𝑑𝑥

𝑠ℎ2(2𝑥 − 5)
 

 

4. Найти неопределенный интеграл методом подведения под знак 

дифференциала. 

 

Таблица 3.4 

4.1  4.2  4.3  

4.4 
 

4.5  4.6  

4.7 
 

4.8 
 

4.9 
 

4.10 
 

4.11 
 

4.12  

  xdxex
2

 − xdxe x 2

  xdxe x25

  xdxe

x

2

2

 + xdxex 32

 − xdxe x231

 + dxxx 12 ( ) dxxx +
3 42 3 

+ 92x

xdx

 +102x

xdx


+ 5x

x

e

dxe  − dxee xx 73



38 

Продолжение таблицы 3.4 

4.13 
 

4.14 
 

4.15 
 

4.16  4.17 
 

4.18  

4.19  4.20  4.21  

4.22 
 

4.23 
 

4.24 
 

4.25 
 

4.26  4.27 
 

4.28 

 

4.29 
 

4.30 
 

 

5. Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по частям. 

 

Таблица 3.5 


− 52x

x

e

dxe

 +102x

x

e

dxe
 dx
x

x2ln


 xx

dx
3ln   xx

dx

ln
 tgxdx

ctgxdx   dxxx sincos  − dxxe x 23

 − 42x

x

e

dxe

( )
+ 1ln2 xx

dx ( ) + dxxx
52 3

 dx
x

xln  xdxx sin4cos
 +

dx
x

x

sin32

cos

 −
dx

x

x
3

2

1
 −

dx
x

x

61

6

( )


−
dx

e

e

x

x

2

1

5.1  5.2  5.3 
 

5.4  5.5  5.6  

5.7  5.8  5.9  

5.10 
 

5.11  5.12  

5.13  5.14  5.15 
 

5.16 
 

5.17  5.18  

5.19  5.20 
 

5.21  

5.22  5.23 
 

5.24 

 

5.25  5.26  5.27 
 

5.28 
 

5.29 
 

5.30 
 

5.31 
 

5.32 

 

5.33 arcsin 2xdx  

  dxex x2 ( )
−− dxex x1

( ) + dxex

x

352

 + dxxx 12   dxx x3   xdxx ln

  xdxx 5ln   xdxx ln ( ) − dxxx 2ln2ln

 dx
x

x
2

ln ( ) + dxx x35   xdxx cos

  xdxx sin   xdxx 3cos
  dx

x
x

2
sin

  dx
x

x
3

cos   xdxx 5sin 
− dxex x2

  dxx x5
 dx
x
x2

 dxex x2


− dxex x3

  dx
x

x
3

sin
  dxex

x

2

 xdxx ln3 ( ) + dxx x35
 dx
x

x
3

ln

  xdxx 3sin
 dx
x
x7

 dxex x

  arctgxdxx   dxex x2
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6. Найти интегралы от функций, содержащих квадратный трехчлен.  

 

Таблица 3.6 

6.1 
∫

𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 10𝑥 + 21
 

6.2 
∫

𝑥 + 1

√𝑥2 − 𝑥 − 2
𝑑𝑥 

6.3 
∫

5𝑥 − 1

√2𝑥2 + 𝑥 − 1
 𝑑𝑥 

6.4 
∫

4𝑥 + 1

𝑥2 − 3𝑥 + 2
𝑑𝑥 

6.5 
∫

𝑥 + 4

3𝑥2 + 2𝑥 + 1
 𝑑𝑥 

6.6 
∫

4𝑥 + 1

√6𝑥2 − 𝑥 − 2
𝑑𝑥 

6.7 
∫

3𝑥 + 1

√𝑥2 − 8𝑥 − 9
 𝑑𝑥 

6.8 
∫

3𝑥 + 2

𝑥2 − 2𝑥 + 24
𝑑𝑥 

6.9 
∫

3𝑥 − 6

𝑥2 + 9𝑥 + 8
𝑑𝑥 

6.10 
∫

3𝑥 + 2

√12𝑥2 − 7𝑥 + 1
 𝑑𝑥 

6.11 
∫

3𝑥 − 1

√5𝑥2 + 4𝑥 − 1
 𝑑𝑥 

6.12 
∫

2𝑥 + 1

6𝑥2 − 5𝑥 + 1
𝑑𝑥 

6.13 
∫

2𝑥 + 5

𝑥2 − 10𝑥 + 9
𝑑𝑥 

6.14 
∫

4𝑥 + 1

√𝑥2 − 12𝑥 + 35
 𝑑𝑥 

6.15 
∫

6𝑥 + 1

√𝑥2 − 10𝑥 + 24
 𝑑𝑥 

6.16 
∫

𝑥 + 1

√12𝑥2 − 𝑥 − 1
 𝑑𝑥 

6.17 
∫

3𝑥 + 2

2𝑥2 + 𝑥 − 1
𝑑𝑥 

6.18 
∫

𝑥 + 3

𝑥2 − 17𝑥 + 72
𝑑𝑥 

6.19 
∫

5𝑥 + 2

√𝑥2 + 10𝑥 + 21
 𝑑𝑥 

6.20 
∫

3𝑥 + 4

√2𝑥2 − 3𝑥 + 1
 𝑑𝑥 

6.21 
∫

4𝑥 − 5

𝑥2 − 14𝑥 + 48
𝑑𝑥 

6.22 
∫

𝑥 − 5

2𝑥2 + 3𝑥 + 4
𝑑𝑥 

6.23 
∫

3𝑥 + 5

√𝑥2 − 13𝑥 + 42
 𝑑𝑥 

6.24 
∫

𝑥 + 2

√𝑥2 + 2𝑥 − 24
 𝑑𝑥 

6.25 
∫

7𝑥 − 1

𝑥2 + 2𝑥 − 24
𝑑𝑥 

6.26 
∫

3𝑥 + 2

5𝑥2 − 6𝑥 + 1
𝑑𝑥 

6.27 
∫

2𝑥 − 1

√𝑥 − 2−𝑥2
 𝑑𝑥 

6.26. 
∫

𝑥 + 1

√𝑥2 − 14𝑥 + 48
 𝑑𝑥 

6.29 
∫

2𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑥 − 10
 

6.30 
∫

𝑥 − 1

3𝑥2 − 4𝑥 + 1
𝑑𝑥 
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7. Найти неопределенный интеграл правильной дробно-рациональной 

функции. 

 

Таблица 3.7 

7.1 

 

7.2 

 

7.3 

 

7.4 

 

7.5 

 

7.6 

 

7.7 
 

7.8 
 

7.9 
 

7.10 
 

7.11  7.12  

7.13  7.14 
 

7.15  

7.16 
 

7.17 
 

7.18 
 

7.19 
 

7.20 
 

7.21 
 

7.22 
 

7.23 
 

7.24 
 

7.25 
 

7.26 
 

7.27 
 

7.28 
 

7.29 
 

7.30 
 

 

8. Найти неопределенный интеграл с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки. 

 

Таблица 3.8 

8.1 
 

8.2 
 

8.3 
 

8.4 
 

8.5 
 

8.6 
 

 

( ) ( )
+− 32

2
xx

dx ( )

( ) ( )
+−

+
dx

xx

x

43

1
2

( )

( ) ( )
−+

−
dx

xx

x

32

1
2

( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

1
2 ( )( )

−+

−
dx

xx

x
3

45

7 ( )
( ) ( )

++

−

32

14
2
xx

dxx

( )
( ) ( )

++

+
dx

xx

x

43

12
2

( )
( ) ( )

−+

−
dx

xx

x

322

12
2

( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

112
2

( )
( ) ( )

+−

−

32

1
3
xx

dxx

( )


+ 22 xx

dx

( )


+
2
1xx

dx

( ) ( )


+−

+
dx

xx

x

12

13
2 ( ) −+

+
dx

xx

x

1)4(

7
2

2

( )
+ 32xx

dx

( )
+

+
dx

xx

x

3

1
2

2


+13x

dx


− 83x

dx

 −
dx

x

x

14

3

 ++
dx

xx

x

)1)(1( 3

2 ( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

14
2

( )( )
−−

−
dx

xx

x
3

45

72 ( )
( ) ( )

+−

+
dx

xx

x

43

12
3

( )
( ) ( )

+−

+

32

12
3
xx

dxx

( )
( ) ( )

−+

−
dx

xx

x

32

13
3

( )
( )
+

+
dx

xx

x
2

3

1

( ) ( )
−+

−
dx

xx

x

45

73
2

( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

15
3

( )
( )( )

+−

−
dx

xx

x
2

43

12 ( )
( )( )

−+

−
dx

xx

x
2

32

1

 ++ xx

dx

cos3sin25  +− xx

dx

cos2sin45

 −+ xx

dx

cos5sin35  +

−
dx

x

xx

cos1

cos2sin3

 −+ xx

dx

cossin23  + xx

dx

cos5sin10
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Продолжение таблицы 3.8 

8.7 
 

8.8 
 

8.9 
 

8.10 
 

8.11 
 

8.12 
 

8.13 
 

8.14 
 

8.15 
 

8.16 
 

8.17 
 

8.18 
 

8.19 
 

8.20 
 

8.21 
 

8.22 
 

8.23 
 

8.24 
 

8.25 
 

8.26 
 

8.27 
 

8.28. 
 

8.29 
 

8.30 
 

 

9. Вычислить определенный интеграл. 

Таблица 3.9 

9.1 
 

9.2 
 

9.3 
 

9.4 
 

9.5 

 

9.6 
 

 

 − x

dx

cos35  +− xx

dx

cos7sin48

 + x

dx

cos53  ++ xx

dx

cos3sin23

 + x

dx

sin45  − xx

dx

cos4sin3

 + x

dx

sin37  + x

dx

cos48

 ++ xx

dx

cos3sin42  − xx

dx

cos3sin7

 − x

dx

sin43  ++ xx

dx

cos3sin5

 ++ xx

dx

cos3sin45  +

−+
dx

x

xx

cos1

cos5sin67

 ++ xx

dx

cossin3  +

+
dx

x

xx

cos1

cossin6

 +− xx

dx

cos3sin45  + x

dx

cos35

 + xx

dx

sin3cos4  +− xx

dx

cos3sin44

 +− xx

dx

cossin37  ++ xx

dx

cos3sin53

 − xx

dx

cossin3  −+ xx

dx

cos3sin2


−

2

1

4dxx ( ) −
1

0

2
1 dxx  −

10

3

3 2dxx


8

1
3 2x

dx


2

4

2sin





xdx

−

0

8

2 2cos x

dx
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Продолжение таблицы 3.9 

9.7 
 

9.8 
 

9.9 
 

9.10 

 

9.11 
 

9.12 
 

9.13 
 

9.14 
 

9.15 
 

9.16 
 

9.17 
 

9.18 
 

9.19 
 

9.20 
 

9.21 

 

9.22 

 

9.23 
 

9.24 

 

9.25 
 

9.26 

 

9.27 
 

9.28 
 

9.29 
 

9.30  

 

10. Вычислить определенный интеграл, используя метод замены 

переменной. 
 

Таблица 3.10 

10.1 
 

10.2 
 

10.3 
 

10.4 
 

10.5 
 

10.6 
∫

𝑑𝑥

1 + √5𝑥 + 1

3

0

 

 


+

+1

0
1

2
dx

x

x


+−

1

5.0

12 dxe x

e

dx
x

x

1

ln


4

0

2sin



dxxx

− ++

1

1
2 52xx

dx

−

−

1

2

2x

dx

( )
+

1

5.0

2
1x

dx

0

4

2cos


tdt











2

0 2

2
cos



x

dx

 















−










0

2

2
cos

2
sin dx

xx

−

−

−
5.0

1

4

2 1
dx

x

x

− +

0

1 2x

dx


0

4

2sin


tdt  +
7

0

3 1dxx

( )


−

2

1

0
3
1x

dx















2

2

2
sin

x

dx


+1

2

1
4

2 1
dx

x

x
dxx

16

0

4 5















2

2

4
cos

x

dx

dx
x

tg
3

0
2



( )
+

1

5.0

3
12x

dx

( )
+

1

25.0

2
14x

dx

−

++

2

2

2 54xx

dx


+
2

3

1
4

2 1
dx

x

x




2

3ln

e

e xx

dx


−

5.0

0

3 4

dxex x


−

2

1

3 2

dxex x


−+

3

2 121 x

dx

( ) +

e

xx

dx

1

2 1ln
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Продолжение таблицы 3.10 

10.7 
 

10.8 
 

10.9 

∫ 𝑥√4 − 𝑥2

2

0

𝑑𝑥 

10.10 
∫

√𝑥 + 3

4 + √𝑥 + 3

6

1

𝑑𝑥 

10.11 

 

10.12 
 

10.13 
 

10.14 
∫ 𝑥2√9 − 𝑥3

1

0

𝑑𝑥 

10.15 
 

10.16 
 

10.19 
 

10.20  

10.21 

 

10.22 
 

10.23  10.24 
 

10.25 
 

10.26 
 

10.27  10.28 
 

10.29 
 

10.30 

 

 


−+

6

1 23xx

dx


−

9

4

2 dxe x

 −+

2

3ln

1ln

xx ee

dx 
− +

1

1 45 x

xdx

 

2

3ln

e

e
xx

dx


−1

0

dx
x

e x


−

2ln

1

2

dxe x

 

1

0

3 2

dxex x  ++

2

0

24 252xx

xdx


1

2

1

2

1

dx
x

e x 


2

3ln

e

e xx

dx


+

1

3

1
2 1xx

dx

 −+

2ln

0
2 xx ee

dx

 −

1

0

21 dxx  ++

2

0

24 22512xx

xdx


+

1

3

1
2 4xx

dx




2

5ln

e

e xx

dx




2

5ln

e

e xx

dx


1

2

1

2

1

dx
x

e x
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11. Вычислить определенный интеграл методом интегрирования по 

частям.  

 

Таблица 3.11 

11.1  11.2  11.3 ∫ 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝜋
6

0

 

11.4  11.5  11.6  

11.7  11.8  11.9  

11.10  11.11  11.12  

11.13  11.14  11.15  

11.16 ∫ (𝑥 + 3)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
1

0

 11.17  11.18  

11.19  11.20 ∫ (𝑥 − 2)𝑒−
𝑥
3𝑑𝑥

0

−3

 11.21  

11.22 ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛9𝑥𝑑𝑥
1

0

 11.23  11.24  

11.25 ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥
1

0

 11.26  11.27  

11.28  11.29 ∫ 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
3

0

 11.30 ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔7𝑥𝑑𝑥
1

0

 

 

 

 

 

 −

3

2

)1ln( dxxx 
−

−

0

2

22 dxex x




0

2 sin xdxx 
−

21

21

2arccos xdx  −

2

1

)ln()1( dxxx


−

−

0

21

2 dxxe x


−





xdxxx cossin 
−

−

−

31

32

32 dxex x


e

dx
x

x

1

2

2ln


2

1

)ln(

e

dxxx 
1

0

dxxarctg

 +



0
2

cos)2( dx
x

x 
8

0

2 4sin



xdxx 
3

1

2 )ln( dxxx

 −

2

23

)32( dxxarctg  +

2

0

sin)3(



xdxx


e

dxxx
1

2 )(ln 
9

0

2 3cos



x

xdx


3

1

1
dx
x

arctg 
−

−

0

1

)1ln( dxxx

 +

2

1

)23ln( dxx  +

4

0

23 9dxxx


−

−+

0

1

2)1( dxex x
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12. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

 

Таблица 3.12 

12.1  12.11 𝑦 = √𝑥, 𝑦 = 𝑥2. 12.21 
 

12.2  12.12  12.22  

12.3 𝑦 = 𝑥2 − 5, 

𝑦 = 𝑥 − 3 

12.13 

 

12.23  

12.4  12.14 

 
12.24 𝑦 = 𝑥2 − 1, 

𝑦 = 𝑥 + 3 

12.5 
 

12.15 𝑦 = −2𝑥2 + 3𝑥 + 6, 

𝑦 = 𝑥 + 2 

12.25 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2,   𝑦 = 𝑥 

12.6 𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 1. 12.16 
 

12.26 𝑦 = 2𝑥2, 𝑦 = 𝑥,  

𝑥 = −3 

12.7 

 
12.17  12.27 

 

12.8 
 
12.18  12.28 

 

12.9 

 
12.19 

 
12.29 

 

12.10 
 

12.20 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥,  

𝑦 = 𝑥 + 1 

12.30 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑦 = 1,

𝑥 = −
𝜋
3

. 

 

4,2 == yxy
2

5
2,

2

2

+== xy
x

y

xyxy == ,162 22 , xyxy ==
22 1, xyxy −==

0,0

,cos2
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3.3 Контрольные вопросы 

 

1. Что называется интегральным исчислением? 

2. Какова формула интегрирования по частям? 

3. В каких случаях применяется метод интегрирования по частям? 

 

3.4 Решение типового варианта.  

 

1. Найти неопределённый интеграл:  

а) 
5 3

3

7 12
( 0.01 )x dx

xx
− + − ;   б) 

4
3 12 )

7

x x

x
e dx− + ; 

в) ∫ 3𝑥(22𝑥−4 + 5𝑥) 𝑑𝑥;               г)  ∫
(7− √x

3
)

2

x3
𝑑𝑥.     

 

Решение:  прежде чем применить таблицу интегралов, необходимо 

сначала провести преобразование интегрируемой функции. Здесь также 

используется  правило интегрирования от суммы (разности) функций.  

 

 Таблица 3.13 – Интегралы основных элементарных функций 

1.  ∫ 𝑥𝛼𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼+1
+ 𝐶,    (   -1) 11.  ∫

𝑑𝑥

1+𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶 

2.  ∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝐶  11.  ∫

𝑑𝑥

𝑎2+𝑥2
=

1

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

3.  ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐶 12.  ∫
𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
=

1

2𝑎
𝑙𝑛 |

𝑎+𝑥

𝑎−𝑥
| + 𝐶  

4  ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 13.  ∫
𝑑𝑥

√1−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 

5.  ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
= 𝑡𝑔𝑥 + 𝐶 13.  ∫

𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

6.  ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶 

14. ∫
𝑑𝑥

√𝑥2±𝑎2
= 𝑙𝑛 |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| +

𝐶 

7.  ∫ 𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = − 𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠 𝑥| + 𝐶 15.  ∫ 𝑠ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 + 𝐶 

8.  ∫ 𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛 𝑥| + 𝐶 16.  ∫ 𝑐ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑠ℎ𝑥 + 𝐶 

9.  ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 17.  ∫
𝑑𝑥

𝑐ℎ
2𝑥

= 𝑡ℎ𝑥 + 𝐶 

10.  ∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

𝑙𝑛 𝑎
+ 𝐶 18.  ∫

𝑑𝑥

𝑠ℎ
2𝑥

= −𝑐𝑡ℎ𝑥 + 𝐶 
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а) перед непосредственным интегрированием  приведем каждую из 

степенных функций к стандартному виду (см таблица 3.13, формула 1, 2): 

 
31

5 3 13 5

3

31 1 1
3 5

7 12
( 0.01 ) ( 7 12 0.01 )

7 12ln 0.01 ;
1 31 1
3 5

x dx x x x dx
xx

x x
x C

− −

− + +

− + − = − + − =

= − + − +
− + +

 

  

 

б) подынтегральное выражение представляется через сумму 

показательных функций (см таблица 3, формула 10): 

 

4
3 12 ) 3 12 4 7 )

7

3 4 7
12 ;

ln3 ln 7

x x x x x

x

x x
x

e dx e dx

e C

−

−

− + = − +  =


= − + +

−

 
 

в) перед непосредственным интегрированием дробное подынтегральное 

выражение приводится к сумме: 

 

∫
(7 − √𝑥

3
)

2

𝑥3
𝑑𝑥 = ∫

49 − 14√𝑥
3

+ √𝑥23

𝑥3
𝑑𝑥 = ∫ (

49

𝑥3
−

14√𝑥
3

𝑥3
+

√𝑥23

𝑥3
) 𝑑𝑥 = 

= ∫ (49𝑥−3 − 14𝑥−
8
3 + 𝑥−

7
3) 𝑑𝑥 =

49𝑥−2

−2
−

14𝑥−
5
3

−
5
3

+
𝑥−

4
3

−
4
3

+ 𝐶 = 

= −
49

2𝑥2
+

42

5𝑥 √𝑥23 −
3

4𝑥 √𝑥
3 + 𝐶; 

 

г) используя свойства степеней, произведение  показательных функций 

приводится к сумме с постоянными коэффициентами: 

 

∫ 3𝑥(22𝑥−4 + 5𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(3𝑥 ∙ 22𝑥−4 + 3𝑥 ∙ 5𝑥) 𝑑𝑥 = 

= ∫(3𝑥 ∙ 22𝑥 ∙ 2−4 + +15𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(12𝑥 ∙ 2−4 + 15𝑥) 𝑑𝑥 = 

= ∫ (
1

16
∙ 12𝑥 + 15𝑥) 𝑑𝑥 =

12𝑥

16𝑙𝑛12
+

15𝑥

𝑙𝑛15
+ 𝐶. 

 

2. Найти неопределенный интеграл:  
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а) ∫ (
6

2𝑥2+9
+

12

2𝑥2−9
) 𝑑𝑥; 

б)  ∫ (
5𝑑𝑥

√3−𝑥2
+.

4𝑑𝑥

√3+𝑥2
) 𝑑𝑥. 

 

Решение: в интегралах знаменатель состоит из суммы или разности 

квадратов или  под радикалом. Поэтому интегралы сводятся к табличным 

(таблица 3.13, формула 11–14): 

 

a) 

; 

 

б) . 

 

3. Найти интегралы, применяя замену переменной t ax b= + : 

a) 
1 5 ;xe dx−

  

б) 
( )2

5 10
cos(3 1) sin( 6) (3 8) ;

2 cos 5 5

x
x ch x dx

x
− − + + + −

−  

в) 3
.

(5 7 ) 5 7

dx

x x− −
  

 

Решение: а) интегрирование степенных, показательных и 

тригонометрических функций  с линейным аргументом 𝑎𝑥 + 𝑏 можно 

выполнить по формуле: 

 

∫ 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝐹(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝐶,      𝑎, 𝑏  −  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                             (*) 

 

 или использовать замену переменной в интеграле: 

 

t ax b= + ,  
1

dx dt
a

= . 

+=









−

+









+

=








−
+

+
  

2

9

2

9

1

2

1

2

9
2

12

2

9
2

6

92

12

92

6

22
22

x
arctg

x

dx

x

dx
dx

xx

C
x

xx
arctgC

x

x

+
+

−
+=+

+

−



+
23

23
ln

6

2

3

2

6

2

2

9

2

9

ln

2

9
2

1

2

2 2

5 4
5arcsin 4ln 3

33 3

dx dx x
x x C

x x
+ = + + + +

− +
 
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Используя замену переменной t=1-3x, выражение приводится к 

табличному: 

 

1 5 1 3

1 3
1 1 1

;1
3 3 33

3

x t t x

t x

e dx e dt e C e C
dt dx dx dt

− −

= −

= = − = − + = − +
= − → = −   

 

б) интегрирование тригонометрических функций применяется сразу по 

формуле (*) с учётом коэффициентов (таблица 3.13, формула 4): 

 

( )2

5 10
cos(3 1) sin( 6) (3 8)

2 cos 5 5

1 2 5 10 1
sin(3 1) cos( 6) (5 5) (3 8) ;
3 5 2 5 3

x
x ch x dx

x

x
x tg x ch x C

− − + + + − =
−

= − + + + − + − +


 

 

в) здесь интегрирование сводится к степенной функции при замене 

линейного аргумента: 

 

4 4
3 3

3

5 7
1

(5 7 ) 1
7(5 7 ) 5 7

7

t x
dx

x dx t dt
dx dtx x

− −
= −

= − = = =
−= −− −

    

4 1
3

1 3
3

1 1 1 1 1
.

47 21 21 5 71
3

t
C

xt

− +

= = = +
−− −+

 

 

4. Найти неопределенный интеграл методом подведения под знак 

дифференциала:  a) 2
;

sin

сosх
dx
x б) 4

;
1

xdx

x + в) 
( )

5
ln

.
x dx

x  

 

Решение:  иногда бывает удобным ввести один из подынтегральных 

множителей под знак дифференциала 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑(𝐹(𝑥)), и это позволяет все 

подынтегральное выражение привести к табличному (таблица 3.13, формула 1, 

11): 

а) ( )
1

2 2 2

sin 1
cos sin ;

sin sin 1 sin

сosх d x dt t
dx xdx d x c c
x x t x

−

= = = = = + = − +
−    
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б) =
+

=
+  )1)((2

)(

1 22

2

4 x

xd

x

xdx
Cxarctg +)(

2

1 2
; 

в) 
( )

( ) ( ) ( )
( )

5 6

5ln ln
ln ln ln .

6

x dx xdx
d x x d x C

x x
= = = = +   

 

5. Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по частям:  

 𝑎) ∫(2𝑥 − 7) sin 5𝑥𝑑𝑥 ;    б) ∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥. 

Решение: a) формулa интегрирования по частям имеет вид: 

 

 −= vduuvudv
, 

которая применяется в интегралах вида  , , 

 и где рекомендуется ввести замену:  

 

 u = xn,   
 dv = {eaxdx,   sinaxdx,   cosaxdx}. 

 

И к данному интегралу применим эту вышеуказанную замену: 

 

∫(2𝑥 − 7) sin 5𝑥𝑑𝑥 = |
𝑢 = 2𝑥 − 7 𝑑𝑣 = sin 5𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥 𝑣 = −
1

5
cos 5𝑥

| = 

= −
1

5
(2𝑥 − 7) cos 5𝑥 +

2

5
∫ cos 5𝑥𝑑𝑥 = −

1

5
(2𝑥 − 7) cos 5𝑥 +

2

5
𝑠𝑖𝑛5𝑥 + 𝐶; 

 

б) для применения формулы интегрирования по частям в интегралах вида 

, ,  

, ∫ 𝑥𝑛𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑎𝑥𝑑𝑥,  

∫ 𝑥𝑛𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 𝑎𝑥𝑑𝑥   

рекомендуется использовать  замену: 

 

𝑢 = {𝑙𝑛𝑚𝑎𝑥,   𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥,   𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥}, 

  dv = xndx, . 

 

 dxex axn

 axdxxn sin

 axdxxn cos

 axdxx mn ln  axdxxn arcsin

 axdxxn arccos

1

1

+
=

+

n

x
v

n
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Применим теперь эту вышеуказанную замену: 

 

 

6. Найти интегралы функций, содержащих квадратный трехчлен:  

а) ∫
𝑑𝑥

√𝑥2−6𝑥+1
;  б) ∫

𝑑𝑥

4−𝑥2−6𝑥
  .  

Решение: интегралы вида , ,
 

, 

 находят методом выделения полного квадрата в знаменателе, 

далее они сводятся к табличным (таблица 3.13, формулы 11–14):     

 

; 

 

а) под корнем собирается полный квадрат и используется замена 

переменной:  

 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 6𝑥 + 1
= |𝑥2 − 6𝑥 + 1 = (𝑥2 − 6𝑥 + 9) − 9 + 1 = (𝑥 − 3)2 − 8| = 

= ∫
𝑑𝑥

√(𝑥 − 3)2 − 8
= |

𝑡 = 𝑥 − 3
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 

|  = ∫
𝑑𝑡

√𝑡2 − 8
=  𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 − 8| + 𝐶 = 

= 𝑙𝑛 |𝑥 − 3 + √𝑥2 − 6𝑥 + 1| + 𝐶; 

 

б) здесь из квадратного трехчлена собирается полный квадрат и 

привод+ится к табличному интегралу (таблица 3.13, формула 12): 

. 

 

=

=→=

=→=
=

xvdxdv
x

dx
duxu

xdx
ln

ln  =+− C
x

dx
xxx ln .ln Cxxx +−

 ++ cbxax

dx
2  ++ cbxax

dx
2 

++ cbxax

dx

2


++

+

cbxax

dxBAx
2

)(

a

b
c

a

b
xacbxax

42

22

2 −+







+=++

2 2 24 6 4 ( 6 9 9) 13 ( 3)

1 13 3
ln

2 13 13 3

dx dx dx

x x x x x

x
c

x

= = =
− − − + + − − +

+ +
= +

− −

  
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7.  Найти неопределенный интеграл правильной дробно-рациональной 

функции: ∫
3𝑥+4

(𝑥−1)(𝑥−7)2
𝑑𝑥. 

Решение: чтобы найти интегралы от рациональной функции, необходимо 

интегрируемую функцию разложить на сумму простейших дробей по  

количеству множителей в знаменателе. Разложение правильной дробно-

рациональной функции на простейшие дроби имеет общий вид:  

 

,    

 

Согласно этому правилу, наша дробно-рациональная функция имеет 

разложение в виде суммы простейших дробей с неизвестными 

коэффициентами А, В, С: 

 
3𝑥+4

(𝑥−1)(𝑥−7)2 =
𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥−7
+

𝐶

(𝑥−7)2,  

 
3𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
=

𝐴(𝑥 − 7)2 + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) + 𝐶(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
 , 

 
𝐴(𝑥 − 7)2 + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) + 𝐶(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 4. 

 
 Для  нахождения неизвестных трех коэффициентов А, В, С используется 

метод неопределенных коэффициентов, или метод пробных точек для 

разложения правильной дробно-рациональной функции.  Для этого строятся 

три  уравнения относительно неизвестных А, В, С при задании трех различных 

значений х из последнего соотношения: 

 
при 𝑥 = 1:                  36𝐴 = 7,   
при 𝑥 = 7:        18𝐵 + 6𝐶 = 25,
при 𝑥 = 4:          9𝐴 + 3С = 16.

 

Из этой системы уравнений находятся коэффициенты А, В, С:  

 

𝐴 =
7

36
,   𝐵 = −

7

36
,   𝐶 =

4

19
, 

3𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
=

7
36

𝑥 − 1
+

−
7

36
𝑥 − 7

+

4
19

(𝑥 − 7)2
. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )r
rr

k

k

n

m

cbxx

NxM

cbxx

NxM

ax

A

ax

A

ax

A

xP

xQ

++

+
++

++

+
+

+
−

++
−

+
−

=

22

11

2

21

......

...
)(

)(

mn 
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Таким образом, исходное дробное выражение разложено на сумму 

простейших дробей, которые  можно легко проинтегрировать: 

 

∫
3𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
𝑑𝑥 = ∫ (

7
36

𝑥 − 1
+

−
7

36
𝑥 − 7

+

4
19

(𝑥 − 7)2
) 𝑑𝑥 =

=
7

36
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
−

7

36
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 7
+

4

19
∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 7)2
=

7

36
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

−
7

36
𝑙𝑛|𝑥 − 7| −

4

19
∙

1

𝑥 − 7
+ 𝐶 =

7

36
𝑙𝑛 |

𝑥 − 1

𝑥 − 7
| −

4

19(𝑥 − 7)
+ 𝐶. 

 

8. Найти неопределенный интеграл с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки: ∫
2 sin 𝑥

3−cos 𝑥
𝑑𝑥. 

Решение: к интегралу вида , содержащему 

тригонометрические функции, применяется универсальная 

тригонометрическая подстановка: 

 

,             , 

,          . 

 

Интегрируемая функция при универсальной подстановке 

преобразовывается в рациональное выражение: 

∫
2 sin 𝑥

3 − cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2 ∙
2𝑡

1 + 𝑡2

3 −
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

∙
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= ∫

4𝑡
1 + 𝑡2

4𝑡2 + 2
1 + 𝑡2

∙
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

= ∫
4𝑡

4𝑡2 + 2
∙

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 4 ∫

𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
𝑑𝑡. 

 
Полученное рациональное выражение далее по алгоритму разлагается на 

простейшие дроби методом неопределенных коэффициентов: 

 
𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
=

𝐴𝑡 + 𝐵

2𝑡2 + 1
+

𝐶𝑡 + 𝐷

1 + 𝑡2
, 

 

 dxxxR )cos,(sin

t
x
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2
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dxarctgtx

+
==
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𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
=

(𝐴𝑡 + 𝐵)(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡 + 𝐷)(2𝑡2 + 1)

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
, 

 

(𝐴𝑡 + 𝐵)(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡 + 𝐷)(2𝑡2 + 1) = 𝑡, 

 

𝑡3

𝑡2

𝑡1

𝑡0

|       

𝐴 + 2𝐶 = 0
𝐵 + 2𝐷 = 0
𝐴 + 𝐶 = 1
𝐵 + 𝐷 = 0

⇒   

𝐴 = 2,
𝐵 = 0,

  
𝐶 = −1,
𝐷 = 0.

 

 

Таким образом  интеграл вычисляется: 

 

∫
2 sin 𝑥

3 − cos 𝑥
𝑑𝑥 = 4 ∫

𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
𝑑𝑡 = 4 (∫

2𝑡

2𝑡2 + 1
𝑑𝑡 − ∫

𝑡

1 + 𝑡2
𝑑𝑡) =

= 4 (∫
𝑑(𝑡2)

2𝑡2 + 1
− ∫

𝑑 (
𝑡2

2 )

1 + 𝑡2
) = 4 (

1

2
∫

𝑑(2𝑡2 + 1)

2𝑡2 + 1
−

1

2
∫

𝑑(𝑡2)

1 + 𝑡2
) =

= 2(𝑙𝑛(2𝑡2 + 1) − 𝑙𝑛(𝑡2 + 1)) + 𝐶 = 𝑙𝑛 (
2𝑡2 + 1

𝑡2 + 1
)

2

+ 𝐶 =

= 𝑙𝑛 (
2𝑡𝑔2 𝑥

2
+ 1

𝑡𝑔2 𝑥
2

+ 1
)

2

+ 𝐶. 

 

9. Вычислить определенный интеграл: ∫
𝑑𝑥

(𝑥+3)3

2

−1
. 

Решение: вычисляется по формуле Ньютона – Лейбница: 

 

. 

 

. 
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10. Вычислить определенный интеграл ∫
𝑐𝑜 s 𝑥

s𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥

𝜋

4
𝜋

3

, используя метод 

замены переменной. 

Решение: в определенном интеграле метод замены переменной 

используется с учетом замены и пределов интегрирования: 

 

 

. 

 

11. Вычислить определенный интеграл  методом 

интегрирования по частям. 

Решение: формула интегрирования по частям для определеного 

интеграла имеет вид:  

 

. 

∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = |
𝑥 = 𝑢,   𝑑𝑥 = 𝑑𝑢,

𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑣,    𝑣 =
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥

| =
1

0

1

2
𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥|

0

1

− 

− ∫
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 =

1

0

sin 2

2
+

1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥|

0

1

=
𝑠𝑖𝑛 2

2
+

1

4
(𝑐𝑜𝑠 2 − 𝑐𝑜𝑠 0) = 

 

       =
𝑠𝑖𝑛 2

2
+

1

4
(𝑐𝑜𝑠 2 − 1). 

 

12. Вычислить площадь фигуры 𝐷,  ограниченной линиями:  

 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑦 = −2 𝑐𝑜𝑠 𝑥, где −
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
. 
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 Решение:  площадь плоской фигуры для знакопостоянных  на отрезке 

функций   вычисляется по формуле:  

 

, 

 

где a, b – точки пересечения этих линий функций. 

Как показано на рисунке 3, значения пределов в определенном интеграле  

будут 𝑎 = −
𝜋

2
, 𝑏 =

𝜋

2
,    которые есть точки пересечения линий функции 

 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑦 = −2 𝑐𝑜𝑠 𝑥. 

 Вычислим определенный интеграл: 

 

3 ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = 3 𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

|
−

𝜋

2

𝜋

2

=

 

= 3 (𝑠𝑖𝑛
𝜋

2
− 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
)) = 3 (𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
+ 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
) = 6 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
= 6. 

 

 

 

 

Рисунок 3 – Область,  ограниченная  линиями:  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 , 𝒚 = −𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
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